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An die Lehre von den Modularghichungen schliesst die 
moderne Auffassung der elliptischen Modulfunctionen als 
naturgemässe Fortsetzung eine Theorie der Modular- 
correspondenzen. 

Nach dem Programm, welches Herr Klein in der 
Note: «Zur Theorie der elliptischen Modulfunctionen»*) 
entwickelt hat, sind den gewöhnlichen Modulargleichungen 
zwischen k^, X^ einmal andere, als völlig analoge, zur 
Seite zu stellen, welche aus der Transformation soge- 
nannter Hauptmodidn entspringen. Sind aber ferner M^ , 
Jfg»««' ^^^ Moduln eines zur q, Stufe gehörigen vollen 
Systems j so findet zwischen Ifi , Jfg , . . . einerseits und den 
transformirten Werten Mi,M2y... anderseits, für jeden 
zu Q relativ primen Transformationsgrad, ein Entsprechen 
statt, welches nach Grad, Oalois'scher Gruppe und Ver- 
tau^chbarkeit der Argumente mit den eigentlichen Modular- 
gleichungen für dasselbe q übereinstimmt Dieses Ent- 
sprechen ist, da den zwischen den Moduln des Systems 
bestehenden algebraischen Relationen Rechnung getragen 
werden muss, in geometrischer Deutung eine Correspondenz 
auf einer Grundcurve höheren Geschlechtes, 



*) Math. Ann. XVn p. 62. Bezüglich der Terminologie sei 
auf diese und die weiter zu citirenden Abhandinngen von Klein, 
Gierster, Hurwitz, Dyck verwiesen. 
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Diese Modidarcorrespondenzen haben im Anschluss 
an die citirte Note eine eingehende Bearbeitung zuerst 
durch Herrn Gierster*) gefunden, namentlich nach der 
gruppen- und functionentheoretischen Seite hin. Das Ziel 
seiner Untersuchungen war, Classenzahlrelationen höhe- 
rer Stiffe aufzustellen. Die Verwendung der Modular- 
correspondenzen beruht^ auf der Bemerkung, dass den 
Coincidenzen derselben die Classen der quadratischen 
Formen negativer Determinante in bestimmter Weise zu- 
geordnet werden können. Die fraglichen Relationen ent- 
springen dann aus einer doppelten Abzahlung dieser 
Coincidenzen, einer arithmetischen und einer algebraischen. 

Die dabei unerledigt gebliebene Frage nach der alge- 
braischen Darstelhmg der Modularcorrespondenzen ent- 
schied in principieller Hinsicht Herr Hurwitz**) durch 
Entwickelung einer transcendenten Methode, die sich auf 
das Studium der überall endlichen Integrale der Orund- 
ciirve^ als einer allgemeineren Art von Modulfunctionen, 
und der zugehörigen ö- Functionen gründet. Einerseits 
dienen die Entwickelungscoefficienten dieser Integrale 
wiederum zur Aufstellung von Classenzahlrelationen, an- 
derseits führt das Abel'sche Theorem zu Kriterien und 
transcendenten Bildungsmitteln der algebraischen Defini- 
tionsformen. Die neueste Abhandlung***) formulirt das 



*) Math. Ann. XVII p. 74, XXI p. 1. „lieber Relationen zwi- 
schen Classenzahlen binärer quadratischer Formen von negativer 
Determinante." 

**) Göttinger Nachr. 1883 p. 350. „Zur Theorie der Modular- 
gleichungen." Math. Ann. XXV p. 157. „lieber Relationen zwischen 
Classenzahlen binärer quadr. Formen von negativer Determinante." 

***) Ber. d. k. Sachs. Ges. d.W. 1885 p. 222. „lieber die Classen- 
zahlrelationen und Modularcorrespondenzen primzahliger Stufe." 
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diesbezügliche Hauptresultat folgendermassen: Vereinigt 
man die Modiilarcorrespondenz eines beliebigen Trans- 
formationsgrades n mit gewissen festen Modidarcorresjpqn" 
denzen der Grade w*, letztere je in bestimmter Mtdtiplicität 
genommen^ so lassen sich diese Correspondenzen zusammen 
durch eine einzige Gleichung 9« (©', o) = definiren, deren 
linke Seite eine algebraische Function von 0', o auf der 
Biem^nn* sehen Fläche der Stufe ist. Dabei handelt es 
sich, wie man sieht, nur um die Existenz und die allge- 
meine Form einer zur Definition hinreichenden Gleichung, 
nicht aber um die wirkliche Bildung derselben auf alge- 
braischem Wege. 

Ist jedoch im Falle eines gegebenen Modulsystems 
über diese Vorfragen entschieden, so erscheint der Versuch 
zweckmässig, zur wirklichen Herstellung der Deßnitions- 
gleichung, gewisse fundamentale und characteristische 
Eigenschaften der Correspondenz zu verwerten. Diese 
bestehen darin, dass eine Modttlarcorrespondenz ungeändert 
bleibty wenn man ihre entsprechenden Elemente erstens 
einer gewissen Gruppe linearer simultaner Transforma- 
tionen und zweitens bestimmten Vertauschungen unterwirft. 
Ein darauf gegründetes Verfahren wird als ein in gewissem 
Sinne invariantentheoretisches bezeichnet werden dürfen. 
Auf Anregung von Herrn Klein, in dessen Note (1. c.) sich 
der Grundgedanke schon ausgesprochen findet, iiahm ich 
dieses Problem in den nächstliegenden concreten Fällen 
*in Angriff. 



Auf diese wichtige Abhandlung allgemeineren Characters konnte 
ich im Texte nicht gebührend Bezug nehmen, da sie erst nach 
Abschluss der Arbeit im Druck erschien; die Kenntnis ihrer Re- 
sultate verdankte ich den gütigen Mitteilungen von Herrn Prof. 
Hurwitz. 
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Schon lange beanspruchten neben den gewöhnlichen 

4 4 

Modulargleichungen zwischen KT, fi die sogenannten 
Modulargleichungen in irrationale^' Form ein besonderes 
Interesse dadurch, dass dieselben Umformungen der erste- 
ren mittelst der Relationen x^ + >c'^= 1, A^ + A'^= 1 
oft in ausserordentlich einfacher Gestalt darstellen. Alt 
bekannte vereinzelte Fälle sind die berühmte Legendre'- 
sche und die Gützlaff'sche Gleichung. Eine grössere 
Zahl von Beispielen leitete dann Herr Schröter*) aus 
einer allgemeinen Formel für das Product zweier ö-Func- 
tionen her. Doch ist diese rein rechnerische Methode 
insofern theoretisch unzureichend, als sie nicht aus dem 
Wesen dieser Gleichungen entspringt, daher auch kei- 
nen Einblick in die notwendige algebraische Structur 
ihrer, oft in zufälliger Form erscheinenden, Resultate 
gewährt. 

Man wird so vor allem auf das Studium derjenigen 
Correspondenzen geführt, welche zwischen dem Modul- 

4 4 

jpaar Yv. , KT und dem durch Transformation entstehenden 

4 4 

\T,fv, sowie zwischen den Quadraten dieser Moduln 
bestehen. Im allgemeinen definirt aber, wie man sich 
leicht überzeugt, eine Gleichung zwischen diesen Modul- 
paaren, zusammen, mit obigen Relationen, ausser den- 

4 4 

jenigen Wurzelpaaren KT, Yv, welche aus dem Trans- 
formationsproblem entspringen, noch gewisse fremde, d. h. 
in der gewöhnlichen Modulargleichung nicht enthaltene/ 
Wurzelpaare. Algebraisch zeichnen sich also di^enigen 
Fälle aus, in deyien die irrationale Modulargleichung y zu- 
sammen mit den Relationen, das genaue Aequivalent der 



^) De aequationibus modularibus, Regiom. 1854. 
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gewöhnlichen Modulargleichung bildet, in denen daher eine 
einzige Gleichung zwischen den Modulpaaren zur vollstän- 
digen Definition der zugehörigen Modularcorrespondenz 
ausreicht. Geometrisch ist der besondere Ausdruck dafür 
die Existenz einer Schnittsystem-Correspondenz, die dadurch 
Interesse gewinnt, dass sie schon durch ihre oben ange- 
deuteten Haupteigenschaften im wesentlichen characteri- 
sirt ist. 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich nun mit der 
Theorie der so umschriebenen besonderen Classe irratio- 
naler Modulargleichungen der angegebenen Modulsystenie 
16. und 8, Stufe. Da zur Bildung algebraischer Glei- 
chungen zwischen mehreren Reihen algebraisch verbun- 
dener Grössen keine allgemeinen Methoden bekannt sind, 
habe ich die erforderlichen Hilfsmittel aus dem Wesen 
des concreten, sehr übersichtlichen Problems auf elemen- 
tarem Wege zu entwickeln gesucht. Die leitenden Ge- 
sichtspunkte bietet die geometrische Einkleidung. 

Der Gang der Untersuchung ist in kurzem folgender. 
Im I. Capitel wird nach den bekannten Principien der 
Theorie der Modulfunctionen*) die Congruenzgruppe der 

4 4 

co-Substitutionen, welche zu dem Modulsystem ^7, fH' ge- 
hört, und algebraisch die Orimdcurve als das geometrische 
Substrat der Interpretation untersucht. Im 11. Capitel 
wird das Transformationsproblem des Modulsystems und 
der geometrische Ausdruck desselben durch Correspon- 
denzen im Anschluss an die Gierster'schen Arbeiten be- 
trachtet, und die Fragestellung für die besondere Classe 
der Schnittsystem -Correspondenzen präcisirt. Das IH. 



*) Vgl. Hurwitz, Grundlagen einer independenten Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen. Math. Ann. XYIII p. 528. 
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Capitel liefert für dieselbe die notwendigen und hin- 
reichenden sahlentheoretischen Kriterien, gestützt auf eine 
functionen theoretische Untersuchung der Integrale erster 
Gattung der Grundcurve nach den Hurwitz'schen Methoden. 
Im IV. Capitel handelt es sich um die im angedeuteten 
Sinne invariantenfheoretiscJie Construction der Gleichungs- 
form aus den angeführten Fundamentaleigenschaften der 
Correspondenz , indem auf directem Wege das volle Sy- 
stem der Simultaninvarianten aufgestellt wird. Damit ist 
den im V. Capitel zusammengestellten, grossenteils neuen 
Resultaten die notwendige, durchsichtige Structur ge- 
sichert. 

Herr Klein hatte die Güte, diese Resultate, in vor- 
läufiger Fassung, schon im III. Teil einer am 2. März c. 
der kgl. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften vor- 
gelegten Note «Neue Untersuchungen über elliptische 
Modulfunctionen der niedersten Stufen» zu publiciren.*) 

Icl\ ergreife gern auch an dieser Stelle die Gelegen- 
heit, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. F. 
Klein, meinen aufrichtigen Dank für die Förderung aus- 
zusprechen, die er meinen Untersuchungen angedeiheri 
liess. 



**) Eine analoge Durchführung für Carrespondenzen 7. Stufe 
hoffe ich demnächst veröffentlichen zu können. Ferner bleiben nun 
analoge Betrachtungen auch auf solche Correspondenzen auszu- 
dehnen, deren Gleichung noch unbestimmte Parameter enthalten 
muss, um zur vollständigen Definition auszureichen. 

Leipzig^ Anfang Mai 1885. 
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I. Capitel. 

4 4 

Das Modulsystem g? = j/x , t/; = |/x'. 



§ 1. 
Die Gongruenzmodnlii 16. Stufe 9, 1/;. 

Die Productdarstellung der elliptischen Integral- 
moduln x^,x'* führt zur Untersuchung der achten Wurzeln 
aus denselben, der von Hermite so bezeichneten Func- 
tionen 

4 4 

9 = riT, tit = )^, 1) 

welche durch die wohlbekannte Relation verknüpft sind 

g)8 + ^8=l. 2) 

Ist das Periodenverhältnis des zugehörigen elliptischen 

Integrals und g = e*"®, so treten die Producte auf 

00 00 00 

v=l v=l v=l 

} 3) 

1 inet} 



Nimmt man q^ = e ^ und ^"2 positiv, so lässt sich eines 
jener Paare achter Wurzeln eindeutig darstellen als 

1 

Auch soll, einer Multiplication von Zähler und Nenner 
mit Ylfl entsprechend, mit 4) gleichbedeutend gebraucht 
werden 
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Als eindeutige analytische Functionen des Argumentes 
CD gehören die so definirten qp(a)), t/^Cw) zu den elliptischen 
Modulf icndionen, deren Theorie von ihrem Verhalten bei 
den linearen co-Substitutionen ausgeht. 

Linear heisst die Substitution 

«' = Ä(a)) = 5^ oder kurz Ä = (^ J) , 6) 

^ -^ a~\- ßco \tt ßf ^ 

wenn a, ß, y, d ganze Zahlen sind von der Determinante 

ad — ßy = l, 7) 

Nach bekannter Terminologie bilden die linearen Sub- 
stitutionen S eine Gruppe {S)y deren erzeugende Substi- 
tutionen sind 

S(c)=a, + 1, T((d) = ^; 8) 

durch Wiederholungen und Zusammensetzungen von S 
und T entstehen also sämmtliche Substitutionen 8, wobei 
in dem symbolischen Product Si Äg . . . & (co) die Opera- 
tionen in der Reihenfolge von links nach rechts an « vor- 
zunehmen sind. 

Durch die Eigenschaft, bei den linearen (»-Substitu- 
tionen ungeäudert zu bleiben, ist die absolute Invariante 
J{(o) des Integrals erster Gattung ausgezeichnet. Umge- 
kehrt heissen alle zu demselben Wert von J gehörigen 
Argumente co vermöge linearer Substitutionen äquivalent. 

Die Aenderungen der Hermite'schen Functionen bei 
den Erzeugenden S und T folgen unmittelbar aus der 
Definition als 
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ITC 
T 






9) 



Nach den allgemeinen Formeln für (piS((o)\ die Hermite 
daraus abgeleitet hat*), bleiben 9?, ^ nur dann bis auf 
constante Factoren ungeänderi, wenn in S cc, ä ungerade, 
ß, y gerade Zahlen sind; es ist nämlich 

unter 

das JacoWsche Zeichen verstanden. Demnach ist nur dann 

<p(ß{(o)) = q){(o\ wenn neben 7) 

yd-fÄ^ — 1 = 0, also yd = oder 8 mod. 16, 
ebenso ipiS(co}) = t/'Co), wenn 

-aj34-a^--l=0, also aß = oder 8 mod. 16. 

Da somit die Coefficienten der linearen Substitutionen, bei 
welchen 9), i^ ungeändert bleiben, Gongruenzbedingungen 
modulo 16 unterliegen, so sind die Hermite' sehen Func- 
tionen nach der Klein'schen Bezeichnung Congruenzmoduln 
16. Stufe. 

Der vorliegenden Untersuchung sollen fp und ^ als 
völlig gleichberechtigte Elemente zu Grunde gelegt werden. 



12) 



*) Hermite : „Sur la r6solution de l'^quation du 5. degr6", Comp- 
tes Rendus T. 46 p. 511. 
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Wir betrachten also vor allem stets das System der bei- 
den Congruenzmoduln, und fragen zuerst nach den S, 
bei welchen dieses sich nicht ändert. Dazu muss 8 beiden 
Bedingungen 12) gleichzeitig genügen, und diese liefern 
die gemeinsamen Lösungen 

«=&, d~k , ß^Y=0 mod. 16, (~\ = + 1, 1 a) 

a~h, ö=/i+8, ß=y=8 mod. 16, (y \ = — 1» ) b) 

oder, unter l eine beliebige Zahl verstanden, 

a~2l+l, d=^^, ß=Y^4:lil-{-l) moi.16. U) 

Also bilden 9, ^ ein System von Congruenzmoduln 16. Stufey 
welches dann und nur dann bei S{(o) unveränderlich ist, 
wenn die Coefficienten von S den Congruenzen 13 a) oder 
13 b) genügen. 

OflFenbar bilden ebenso 9^, ^^ ein System von Con- 
gruenzmoduln 8, Stufe, für deren Substitutionen die Be- 
dingungen 13) zusammenfallen in 

a=d^lc, ß=y=0 mod. 8, (/c ungerade). 15) 



§ 2. 

Die erweiterte Gongrnenzgruppe 16. Stufe. 

Jede lineare Substitution, deren Coefficienten 13 a) 
genügen, möge als eine Substitution T bezeichnet werden. 
Dann bildet die Gesammtheit der T eine Gruppe (T), 
d. h. alle TiTl. . . genügen denselben Congruenzen, und 
zwar ist die Gruppe in der Gesammtgruppe (S) als eine 
ausgezeichnete Untergruppe enthalten, da auch alle mit- 
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telst 8 transformirten Substitutionen 8TS~^ wieder zur 
Gruppe (T) gehören. Im folgenden soll nun diese Gh'uppe 
(T) schlechthin als die Congruenzgruppe 16. Stufe benannt 
werden.*) 

Nach dieser Festsetzung sollen zwei Substitutionen 
S und S* modulo 16 congruent heissen u|id geschrieben 
werden als 

fe5'oder(;;*)^(^;*:)mod.l6. j 

wenn [^ / 

a=ka\ ß=kß\ Y=ky\ d^kd\ Ä^^l raod. 16.' 

Alle congruenten Substitutionen 8, S" sind in der Form 
enthalten ä' = ST, und umgekehrt existirt, wenn 16) gilt, 
immer eine Substitution T, welche der Gleichung genügt 
8' = ST. 

Dagegen bilden die zu 13 b) gehörigen Substitutionen, 
deren gemeinsame Benennung V sein soll, für sich keine 
Gruppe, ylelmehr liefert die Zusammensetzung zweier V 
stets eine Substitution T und die Producte TFund VT 
sind immer Substitutionen 7, nach den bekannten Multi- 
plicationsregeln für das JacoBi'sche Zeichen. Daher bilden 
aber die Substitutionen T und F, zusammengenommen, 
wiederum eine Gruppe {T\ V\ welche nun die erweiterte 
Congruenzgruppe 16. Stufe genannt werden mag. Auch 
diese ist eine in (S) ausgezeichnete Untergruppe, denn 
es ist S7S-'=7, TFT=7mod. 16. Alle 7 werden somit 



*) Streng genommen kommt diese Bezeichnung zwar nur der- 
jenigen Untergruppe von (T) zu, in welcher h=±.l, aber ein 
Zusatz mag hier wegfallen, da die engere Gruppe weiterhin nicht 
besonders zu betonen sein wird (vgl. Klein, Ber. d. k. sächs. G. d. 
W. 1884 p. 61). 
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erhalten, indem man in der Congruenzgruppe (T) an Stelle 
der Identität eine specielle Substitution V setzt, z. B. 

V = (TS-2)2(TS2)2 oder V(a)) = ^-|^. 17) 

Zwei Zahlen o, o' sind daher in Bezug auf die durch 14) 
definirte Gruppe (jP, V) relativ äquivalent, wenn eine der 
€ongruenzen besteht 

co'=c», a3'=V(c}) mod. 16. 18) 

Man pflegt*) elliptische, parabolische und hyper- 
bolische Substitutionen S zu unterscheiden, je nach der 
Eealität der bei S unveränderlichen Argumente, d.h. der 
Wurzeln von 

ßcj^-{-{a — ä)cj — y = 0, also je nachdem (a+dy=4. 

(Bei elliptischem S bleiben in jeder Halbebene (vgl. p. 13) 
«in, bei parabolischem ein und bei hyperbolischem zwei 
Punkte der reellen Axe fest.) Hiernach enthält die Gruppe 
{T, V) mir hyperbolische Substitutionen ausser den para- 
bolischen 

S(fl,) = ö + 16fc, TS T(^) = i_iQj,^ ' 19) 

Die Anzahl der im Sinne von 16) incongruenten 

Substitutionen. ist für die Stufenzahl s = 2^> 4 nach be- 

kannter Formel**) 3.2 . Aber die modulo 16 in- 

congruenten Substitutionen sind noch paarweise vermöge 
V relativ äquivalent ; also ist bei unserer Festsetzung für 
5 = 16 die Zahl der relativ inäquivalenten Substitutionen 



*) Klein, Math. Ann. XIV p. 123. 
**) Hurwitz, Grundlagen. Math. Ann. XVIII p. 540. 
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r = ?^' = 384. 20) 

Die nach 15) gebildete Congruenzgruppe 8. Stufe enthält 

r=3. 2^ = 96 21) 

incongruente und relativ inäquivalente Substitutionen. 

Ordnet man die linearen Substitutionen so in r Classetiy 
dass je zwei Angehörige derselben Classe relativ äquivalent 
sind, und greift man aus jeder eine Substitution Wl heraus, 
so bilden W^, W2,... Wr ein volles System relativ in- 
äquivalenter Substitutionen. Betrachtet man jedes W^ 
lediglich als Vertreter der k. Classe, so bilden die Wj, 
in diesem Sinne eine Ontppe G von r Substitutionen. Zu 
jeder Substitution der Gesammtgruppe {8) gehört nun ein 
bestimmtes Wie von (?. 

§3. 

Die Biemann'sche Fläche der erweiterten Gongruenz-^ 

gruppe. 

Es ist durch zahlreiche neuere Arbeiten allgemein 
bekannt, in welcher Weise bei der Gauss'schen Inter- 
pretation der complexen Variabelen cj in der Ebene die 
Gruppe [8) eine Einteilung der positiven Halhehene in 
äquivalente Kreisbogendreiecke begründet, derart, dass 
jedes Dreieck nach p. 8 zugleich die ganze «/-Ebene ab- 
bildet. Jedes Dreieck werde nach der Substitution 8 
benannt, durch welche es aus dem Fundame^italdreieck 
mit den Ecken ci = ioo,^, ^^(^^=1) hervorgeht. Dieses 
wird durch die Symmetrielinie i, ioo, jedes andere Drei- 
eck 8 durch 8{i), 8(i oo ) in zwei Elementardreiecke zer- 
legt, die, den Halbebenen J entsprechend, als schraffirt 
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und nicht-schraffirt unterschieden zu werden pflegen; zur 
Begrenzung eines Dreiecks zählen nur die äusseren Kanten 
eines seiner Elementardreiecke. 

Den r Substitutionen T^ entsprechend, gibt es nur r 
relativ inäquivalente Dreiecke; man kann sie insbesondere 
so wählen*), dass sie ein einfach zusammenhängendes Ge- 
biet, das Fiindamentälpolygon der Congruenzgruppe s, Stufe 
bilden. Innerhalb desselben entspricht jedem gegebenen 
<ö-Werte eine bestimmte Stelle, umgekehrt entsprechen aber 
jeder solchen Stelle alle relativ äquivalenten Argumente. 
Das Polygon wird sich in 2r Elementardreiecke regulär 
eingeteilt erweisen, d. h. derart, dass von den Elementar- 
dreiecken 



in — Eckpunkten «7= oo oder c} — 8{ico) je 2 s 



s 
r_ 

r_ 
2 



jr= c) = Ä(9) 6 

j= 1 Gi^S(i) 4 



) 22) 



zusammenstossen. Von der Begrenzung ist wiederum nur 
die Hälfte zum Polygon zu rechnen, denn die Kanten sind 
paarweise gebunden durch die erzeugenden Substitutionen 
der erweiterten Congruenzgruppe , da deren Conibination 
und Iteration die Ebene lückenlos mit Reproductionen des 
Polygons überdeckt. 

Vereinigt man die gebundenen Kantenpaare dadurch, 
dass man das Polygon im Räume wirklich dehnt und 
biegt, so entsteht eine geschlossene Fläche, welche nach 
Herrn Klein als die Eiemann^sche Fläche der Gruppe 
s. Stufe zu kennzeichnen ist. Sie ist mehrfach zusammen - 



*) Hurwitz, Grundlagen § 3. 
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hängend, so dass die Randcurve des Polygons als ein 
System von Rüclikehrschnitten und Querschnitten aufzu- 
fassen ist, welche die Fläche in einen einfach zusammen- 
hängenden Fuudamentalbereich verwandelt. 

Handelt es sich nun um die wirkliche Herstellung 
des Polygons, so kann für die Congruenzgruppe 8. Stufe 
auf die Abhandlung von Herrn Dyck «Ueber die regu- 
lären Riemann'schen Flächen» verwiesen werden. Die 
völlig symmetrische, reguläre Anordnung der dortigen 
Tafel vertritt das daraus leicht zu bildende Polygon 
8. Stufe der o-Ebene; aus diesem kann man aber das 
Polygon der erweiterten 16. Stufe etwa folgendermassen 
erschliessen. 

Eine Substitution ^S^r q) mod. 8 spaltet sich mo- 

dulo 16 eigentlich in 16 Substitutionen, aber diese er- 
weisen sich bezüglich der Gruppe (T, V) zweimal paar- 
weise äquivalent und liefern so nur 4 relativ inäquivalente 
Dreiecke, die man sich übereinander lagernd denke. Die 
4.96 Dreiecke lassen sich dann in 4 congruent eingeteilte 
Blätter zusammenfügen, welche zu den Einheiten gehören 

(^n (^i\ pi\ pn 

\1 0/' \1 8/' \1 0/' U 8/' 

also aus einander hervorgehen durch Substitutionen, die 
eine in (T, V) relativ ausgezeichnete Untergruppe bilden. 
Daraus folgt nach der citirten Abhandlung, dass, wie die 
einzelnen Blätter, auch die Gesammtfläche der 2.384 
Elementardreiecke regulär eingeteilt ist, und zwar so, dass 
in den Punkten J= oo je 2.16 zusammenstossen. 

In der co-Ebene entsteht also das Polygon (T, F) 
durch das Polygon 8. Stufe und weitere drei Reproduc- 



*) Math. Ann. XVÜ p. 488. 
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tionen derselben nach dem Frindp der Spiegelung. Das 
eine der Polygone lagert sich offenbar congnient neben 
das gegebene. Nim niuss sich aber die regulär geteilte 
Fläche auch in abwechselnd congruente und symmetrische 



Streifen ordnen lassen. Wir haben also einfach noch 
jeden unserer 32 Parallelhalbstreifen an einem seiner 
freien Kantenbogen zu spiegeln, um damit die fehlenden 
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17 



Reproductionen zu erschöpfen. Bildet man schliesslich 
die Parallelstreifen auf die Sectoren eines Kreises ab, so 

ergibt sich eine Stemfigur, von welcher ein Sector i^\ 

in der nebenstehenden Figur dargestellt' ist. Dabei ist der 
stärker markirte Bogen die Kante des Polygons 8. Stufe, 
in Bezug auf welche der Sector sich spiegelt.*) 

Denkt man sich die Randbogen nach Anleitung der 
Figur so bezeichnet, dass der erste Sector durch Drehung 



V7t 



um -r^ nach rechts mit dem v, Sector zur Deckung kommt, 



16 



so gehören die Kanten in folgenden Paaren zusammen 



«. 



y'v+i 



23) 



a'v-f.3 » ßv I ß'v+5 » Vv 

wobei noch zu bemerken ist, dass die von den inneren 
Punkten t7= oo nach der Peripherie laufenden Radienstücke 
aus, im ursprünglichen Polygon der o- Ebene benachbar- 
ten Kanten entspringen. Bedeutet nun "die erzeugende 

Substitution, welche, auf einen Punkt co der Kante cc an- 
gewandt, ihn mit dem Punkte o' der Kante a' zur Deckung 
bringt, so ergeben sich bei der gewählten Anordnung fol- 
gende Erzeugende der Gruppe (T,7): 

parabolische S^^ und TS^^T, 

hyperbolische (v = 0, 1, . . . 15) 



24) 



[cty J \ 8v — 5 
[ßv J \ 24v — 19 



^48(i'* + 5v — 5) 
481^—41 

nebst den inversen Substitutionen. 



C;^'] - (• 



-(81^ + 13)\ 

-8 ; 

— (24f/ + 91) 

-24 
-(48v+281)\ 

-48 / 



) 



26) 



*) Für die Construction ist die Bemerkung von Wert, dass alle 
Kreise der Figur einen gemeinschaftlichen Orthogonalkreis besitzen. 
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Das Polygon soll nun nach 22) 24 Eckpunkte J= oo , 
128 Punkte e7=0, 192 Punkte J= 1 enthalten. Von 
den ersteren weist die Figur jedoch nur 1 4- 16 im 
Inneren des Polygons nach. Also müssen noch 7 Punkte 
J=(x> durch die Vereinigung der Randkanten zu stände 
kommen. Eine Umkreisung einer jeden solchen Ecke 
liefert aber eine Relation zwischen den erzeugenden Sub- 
stitutionen 25), welche die an ihn heranreichenden Kanten 
binden. Man findet demgemäss die 7 Identitäten: 

}j r«W3i _ ^ r«'2.+4-| _ j^ r>+n = i, 



/3'2v+5~|r«2v-f2] ^ [ß'2v-\- 



Ij rP2v+5-|r«2i;-f2l ^ rP2i;+6ir«2i.+ 3l . 
v=0 L^2v J L«'2i;+5j ^=0 L^2i;+lJ L«'2r+6j 

Jj rf'2v+5iry2y— 21 ^ r?'2v— e] r/2v— 11 j 



26) 



Doch ist offenbar die Anordnung der Elementardreiecke 
um den letzten Eckpunkt völlig durch die um die übrigen 
mitbestimmt, also auch eine der Identitäten eine Folge der 

anderen. Demnach können aus den . nunmehr 2p=42 

unabhängige, hyperbolische erzeugende' Substitutionen E^ 
gebildet werden, zu welchen die beiden parabolischen 24) 
hinzutreten. In Umkehrung des Satzes p. 13 existirt auch 
ZU diesem Erzeugendensystem der Ej^ eine entsprechende 
Polygonaleinteilung der (o- Ebene und eine fundamentale 
Zerschneidung der Riemann^ sehen Fläche, 

§4. 
Die Orundcurve und ihre GoUineationsgruppe r. 

Innerhalb des Fundamentalpolygons der 384 Dreiecke 
Wk kann eine algebraische Modulfunction, deren Galois'sche 
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Gruppe die Gruppe (T, 7) enthält, jeden Wert nur an 
einer endlichen Anzahl von Stellen annehmen. So nimmt 
einerseits J einen gegebenen, von 0, 1, oo verschiedenen, 
Wert an 384 äquivalenten Stellen an, anderseits aber 
gehört zu jedem Wertepaar qp, i\) im Polygon nur ein 
einziger Punkt. Die Function (p erlangt zwar einen vor- 
gegebenen Wert noch in 8 Dreiecken, ebenso tf^, aber 
beide Reihen von 8 Dreiecken haben nur eines gemeinsam, 
wie man leicht verificirt [vgl. 12) und 13)]. 

Da so durch Simultanstellung von tp und tf^ jede Stelle 
des Polygons eindeutig bestimmt ist, so bilden nach der 
Klein'schen Bezeichnung g?, i/; ein volles System von zti der 
altsgezeichneten Untergruppe (T^ V) gehörigen Moduln. Sie 
heissen auch selbst ausgezeichnete Moduln und sind ins- 
besondere solche, welche bei den linearen «»-Substitutionen 
nicht nur rationale, sondern ebenfalls lineare Transforma- 
tionen erfahren. Ebenso bilden y^ t^^ ein volles System 
ausgezeichneter Moduln 8. Stufe. 

Diese besondere Eigenschaft empfiehlt unmittelbar den 
Uebergang zu geometrischer Deutung. Statt 9, '^ als zu 
der Riemann 'sehen Fläche des § 3 gehörige Functionen zu 
betrachten, interpretiren wir sie als Coordinaten der ebenen 
Curve 2). Die Funkte der Curve erscheinen dann durch 
ihre Parameter o eindeutig auf die Stellen des Funda- 
mentalpolygons bezogen, und umgekehrt Die relativ in- 
äquivalenten o- Substitutionen Wk ergeben gebrochene, 
lineare Transformationen des Modulsystems, oder homo- 
gene, lineare Cqordinatentransformationen. Also erzeugt 
die Gruppe G eine Gruppe F von Collineationen Wu^ welche 
die Curve in sich selbst überführen. Und zwar sind die 
Gruppen G und F holoedrisch isomorph aufeinander be- 
zogen. 
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lu homogener Schreibweise werde gesetzt 



%n 



dann lautet die Gleichung der Ortindcurve 8. Ordnung 

F^-xl + xl + xl^O. 28) 

Eine solche Curve besitzt keine mehrfachen Punkte, hat 
also das allgemeine Geschlecht, das ihrer Ordnung zu- 
kommt; somit ist für unsere Grundcurve 28) oder auch 
für die Biemann'sche Fläche des § 3 

1)«21. 29) 

Diese Schreibweise erteilt der Gruppe F eine überaus ein- 
fache Gestalt, denn offenbar hat die Curve 6.8.8 Colli- 
neationen in sich, welche analytisch gegeben sind durch 
die Vertauschungen der Coordinaten und die Multiplica" 
tionen derselben mit achten Einheitswurzeln, also allge- 
mein durch 

wo A, fi, V = 0, 1, . . . 7 , A + fi + V = mod. 8; ^30) 
(a, j5, y) = Permutation von (1, 2, 8) 

und, wie weiterhin stets, 6 == e ® . 

Der Isomorphismus von O und F ist dadurch be- 
stimmt, dass den Grundoperationen S und T nach 9) ent- 
sprechen : 



a^i (o + 1) = 6-^ a?i (o) ä:i(^) = — Äa(o) 
a:,(o-hl) = 6-'a?3(ci) x^(^^^ —x^(p) 
x^ip + 1) = B-^Xc^{(o) x^ {^^ = — ÄJg (o), 



31) 
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falls die Goordinatensymbole zugleich als Functionszeichen 
gebraucht werden. Dabei ist der verfügbare Proportiona- 
litätsfactor so gewählt, dass die Determinante der GoUi- 
neation ebenfalls gleich Eins wird. Abkürzend stehe für 
31) auch 

S *= (g-^ a^i, 8-' a?3, «-' Xa), T = (— a?,, — a?i, —x^). 32) 

Als die erzeugenden Collineationen der Oruppe F erkennt 
man unmittelbar 

T = ( — ajj., —«1, — Xs) 33) 

U = S-^TS-^ = ( X,, X,, X,), 

mit den Perioden 8, 2, 3 resp. Hiemach lässt sich jede 
lineare Substitution 30) auch decomponiren in 

W^S^^TS^f'JUT (A,fi=0,l,...7;<5«0,l,2;t=0,l).34) 

Um für die 8. Stufe zu specialisiren , hat man als 
Variabele nur die Quadrate einzuführen 

§1 • §2 • ^3 *^ Xi l X2 l Xi ^ 

8r = |} + IJ + r8 = 0. ^^^ 

Da so die Kesultate leicht auch für die Curve 4. Ord- 
nung auszusprechen sind, diese aber schon anderweitig 
untersucht ist*), so möge sich fernerhin die Entwickelung 
auf die 16. Stufe beschränken, mit nur gelegentlichen 
Seitenblicken auf jene. 

§5. 
Die Punktgnippen auf der Orundcurre. 

Durch die Collineationen der Gruppe F werden die 
Punkte der Grundcurve in Gruppen von, im allgemeinen^ 

*) Dyck, Math. Ann. XVII p. 510. 
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384 homologen geordnet. Kleinere Gruppen homologer 
Punkte können nur dadurch entstehen, dass ihre Punkte 
bei einzelnen CoUineationen fest bleiben. Die Punkte soh 
eher besonderen Gruppen sind also diejenigen Doppelpunkte 
der CoUineationen Wk, welche auf der Orundcurve liegen. 
Eine CoUineation hat aber entweder 3 oder eine gerade 
Reihe sich selbst entsprechender Punkte, letztere, falls sie 
centrisch ist. Die analytischen Bedingungen fliessen in 
bekannter Weise aus dem Gleichungssystem: 

3 

QXi ^ ZttikXic (i= 1, 2, 3) , 

wenn aijc die Substitutionscoefficienten waren. Die damit 
angedeutete projectivische Untersuchung ist also gewisser- 
massen eine Umkehrung des Ganges von § 3, denn sie 
zielt auf die Zerlegung des Polygons in seine Dreiecke 
und deren gegenseitige Gruppirung. Die Hauptresultate 
mögen kurz angeführt werden. 

Nach dem Verhältnis zum Coordinatendreieck sind 
in r drei Classen von CoUineationen zu unterscheiden, 
nämlich (k + (i-hv~0 mod. 8): 

IL (fi^ojg, e'^ojg, B^x^X {^x^, B^x^, B^x^) \ /I6) 

lil. ['B^X^ ^-Bf'Xi fB^X^ ), (-B^X^ ,-B^X.2 ,'B^X^ ), {'B^Xy^ r^^X^ r^^X^ ). 

CoUineationen, welche keinen Doppelpunkt auf der Curve 
haben, mögen kurz als Verschiebungen ^ die übrigen als 
Drehungen der Curve um die auf ihr liegenden Doppel- 
punkte gekennzeichnet sein. 

Im I. Falle entspringen aus A 5 ^ S v mod. 8 42 Ver- 
schiebungen, sobald aber zwei Exponenten congruent wer- 
den, ausser der Identität, 3 . 7 Perspectiven, in denen stets 
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gegenüberliegende Seiten und Ecken des Coordinatendrei- 
eckes als Axe und Centrum zusammengehören. Die 3 . 8 
Schnittpunkte von jP = mit den Dreiecksseiten 

^3 = ^1^2^3=0 37) 

vertreten die Wendepunkte, indem die Tangenten in. ihnen 
achtpunktig berühren. Sie seien kurz die Undtdations- 
punkte der Ciirve genannt. Sie ordnen sich nicht nur 
dreimal zu achten in Gerade, sondern auch 48 mal in 
Quadrupel, deren 4 Punkte Berührungspunkte von jF=0 
mit einem Kegelschnitte sind, der bei 8 CoUineationen von 
r in sich transformirt wird. So gehört z. B. zu dem Quad- 
rupel (1, 0, ± }/J% (0, 1, ± 1/7'') der Kegelschnitt 

s^x\ + b''xI — xI = 0{qö=1 mod. 2) , 38) 

der bei der Untergruppe S ^ S^~^T S^"~*^ unverändert bleibt 
Die Undulationspunkte bilden gegenüber allen CoUinea- 
tionen eine besondere Gruppe, sind also identisch mit den 
24 durch e7= oo characterisirten Eckpunkten. 

Die IL Classe liefert nur Drehungen von der Periode 3, 
welche paarweise je dieselben zwei Doppelpunkte auf der 
Curve haben. Diese 2.8* Punkte entsprechen /= 0, Sie 
liegen zu je achten auf Strahlen aus den Ecken des 
Dreieckes, werden daher durch Iß-strahlige Büschel wie 
x^l + x^2 + oj? a?5 == ausgeschnitten, oder symmetrischer 
durch 

^ Ji-iQ = X\ Xi ~T~ X2 Xs "i Xji Xi = U • öu) 

Die Punkte ordnen sich derart in Octupel, dass sie dqfi- 
nirt sind als die Berührungspunkte eines Systems von 16 
P—O achtfach berührenden Polarkegelschnitten 

i^x\-\-i'*xl-hi''xl = 0; 40) 
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aus denselben gehen durch 27) die Doppeltangenten der 
Curve 4. Ordnung hervor. 

In der III. Classe kommen in die erste der 3 Unter- 
abteilungen zunächst, wenn X^(i mod. 2, 32 Drehungen 
um je zwei ündulationspunkte, dann, wenn A=ftmod. 2, 
Ä -h f* ^ 2v mod. 8, 24 Verschiebungen; endlich entstehen 
für A + /* = 2v m^d. 8 8 centrische Collineationen, deren 
Axen ^as Büschel xl — a?S = bilden und 8.8 Drehpunkte 
definiren. Die ganze Classe liefert so eine Gruppe von 
8.64 Punkten /= 1, welche durch die 3 Strahlbüschel 

"Pu ^ ipc\-x^ (ic5-a:S) {cci-x\) == 41) 

gegeben werden. Nun leitet man leicht aus der allgemei- 
nen €ayley'schen Formel*) ab, dass die Curve, welche die 
sextactischm Punkte von F= anschneidet, in * 3* ^2* = 
zerfällt In den 192 Bwnkten besitzt die Otirve also sechs- 
punktig berührende Kegelschnitte, welche nicht zerfalUn, 
Die Formen *8, Xie, W^ bilden das volle System der 
Covarianten der Orundcurve, gemä&s ihrer Entstehung. Die 
allgemeinen Gruppen homologer Punkte werden ausge- 
schnitten durch Büschel von Curven 48. Ordnung, z. B. 
0^i ^kXic a= 0. Daraus folgt**), dass eine rationale 
Function der Coordinaten, welche in homologen Punkten 
denselben Wert, und zwar in den besonderen Gruppen der 
24, 128, 192 Punkte resp. den Wert 00, 0, 1, annimmt, 

identisch ist mit J = ^ und dargestellt wird durch 

/: J- 1 : 1 = 4 X^% : Wl : 27 0^. 42) 



*) Cayley: On the «extactic points of a plane curve, Phil. 
Trans. T. 155. I. p. 545. 

**) Klein, Math. Ann. XIV p. 448, Dyck XVII p. 514. 
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IL Capitel. 
Das Transformationsproblem des Modulsystems. 



§6. 

Die Repräsentanten 16. Stnfe der Transformation 

n. Grades«'*') 

Unter reiner Transformation n. Orades versteht man 
in der Theorie der elliptischen Modulfunctionen den Ueber- 
gang von einem Periodenverhältnis o zu 

o = ^ , , , wenn ad — oc = n 1) 

und tty &, c, d ganze Zahlen ohne einen allen gemeinsamen 
Teuer sind. Alle aus einer allgemeinen Zahl « entsprin- 
genden transformirten Zahlen o gruppiren sich in eine 
endliche Anzahl^ Ny von (Massen derart, dass alle Zahlen 
derselben Glasse äquivalent, Zahlen verschiedener Glassen 
inäquivalent sind. Greift man aus jeder Glasse eine Zahl 
heraus und nennt die der i. Glasse entnommene JB<(cj), so 
bilden i2i(cö), iJg («),... jBjtCcj) ein Eepräsentantensystem 
der Transformation mit der Eigenschaft, dass jede Zahl © 
mit einem und nur mit einem der Repräsentanten äqui- 
valent ist. Man beweist dann, dass auch Bi{8(<o)) ein, voll- 
ständiges Repräsentantensystem bilden, wenn 8 eine be- 
liebige lineare Substitution ist, da die Goefficienten in Rh 
und ;S" so bestimmt werden können, dass 

ie,(.9(«)) = S'(ü;,(a,)). 2) 



^) Vgl. Gierster, Classenzahlrelationen. Ann. XXI § 4. 



26 £• Fiedler, Irrationale Modulargleichungen. 

Bei ungeradem Grade n pflegt man als kanonische 
Repräsentanten zu nehmen 

&l^c = 2 ^) 

mit den Bedingungen : AD = n, C<A und A,CjD ohne 
gemeinsamen Teiler. Die Zahl N wird, wenn Pi^p^^"- 
die in n enthaltenen verschiedenen Primfactoren bedeutet, 
bekanntlieh 

Bei dem Transformationsproblem von Congrimizmoduln 
ist es aber sehr vorteilhaß, die Repräsentanten modulo der 
Stufenzahl s congnient zu wählen. Die Möglichkeit dieser 
Wahl ist gesichert, sobald n und s relativ prim sind.*) Um 
einheitlich verfahren zu können, beschränken wir uns daher 
hei der 8. und 16, Stufe auf ungerade TransformationS" 
grade. 

Hier gelten folgende Erwägungen. Ersetzen wir in 
1) 0) durch T(o), so ist die neue Transformationszahl mit 
CS) congruent, und umgekehrt sind alle congruenten Trans- 
formationszahlen enthalten In 

Nun geht aber o in cj' über durch 

cd^ — de' , ad' — hc' — 

—f n n /*N 

^ "^ ch'-da' , ab'-ha' - ' ^ 

n n 



*) Klein, Ann. XVII p. 67. Ein l}ekannte8 Beispiel "bietet in den 
gewöhnlichen Modulargleichungen die Einführung von I — I y (n») 

neben <p i -^ 1 als Wurzel. 



V 
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und dies ist nur dann eine lineare Substitution, wenn die 
Coefficieten ganzzahlig. sind.' Sind aber o und co' nicht nur 
congruent, sondern auch äquivalent» so liefert 6) eine Sub- 
stitution r, weil die den Coefficienten auferlegten Congruenz- 
bedingungen modulo 16 und modulo n für ungerades n stets 
verträglich sind. Zu o congruente Zahlen o' gibt es ferner 
in jeder Classe, denn, damit 

,on = r, A niod. 16 , 7) 

sind «, ß, y, ö nur aus 

aÄ = a, ßD = b, yA = c, öD = dmod. 16 8) 

zu bestimmen. Damjt ist auch obiger Satz dargetan. 

Sind also «, ß, y, 8 bestimmte Zahlen der Determi- 
nante a 8 — i3 y = 1 , welche den Congruenzen 8) ge- 
nügen, so können wir geradezu als ein System von zu co 
congruenten Repräsentanten nehmen 

RAio) = y-^-=: — = — r-j— mod. 16 , 9) 

denn diese sind den Hac eindeutig zugeordnet. Zwischen 
diesen Repräsentanten bestehen nun statt 2) infolge 5) 
und 6) Gleichungen der Form 

i2,(r(a,))=r(i2.(a,)). 10) 

Diese Ueberlegungen gelten auch für die durch Ad- 
iunction von V erweiterte Gruppe, denn man verificirt 
leicht, dass 

— ,,, ' ^V( — i-^— ) mod. 16 , 11) 

indem man die beiden Fälle unterscheidet a ^ d und 
6 = c mod. 2. Ersetzen wir also in 1) o durch alle relativ 
äquivalenten Zahlen^ so erhalten wir alle Transformations- 
zahlen j welche zu co oder V(cö) congruent sind. 
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Unterwerfen wir o» nun einer Substitution Wie der 
Gruppe O 

so kann der Uebergang von einem System congruenter 
Repräsentanten jS< zu einem anderen i2^<\ welches zu &i, 
congruent ist, immer auch so durch eine Substitution Wh 
erreicht werden, dass 

i??(cD) = i2,( TF,(fl>)) = W;(i5!*(a,)) . 18) 

Man erhält dann alle 384 verschiedenen congmenteti i?e- 
präsentantensysteme i2^?(o), indem man die 5,((o) sämmt- 
liehen Substitutionen von Q unterwirft 

Nun werde diejenige Transformation als die inverse 
bezeichnet, deren Repräsentanten jBr^(o) zu der Umkeh- 
rung von 1) gehören 

^. = IL^+^mod.l6. 1*) 

a — 0(0 

Wenden wir dieselbe auf eine der N Zahlen Bt (o) an, 
so befindet sich unter den N entstehenden eine mit a> 
relativ äquivalente Zahl. 

Lassen wir die Bedingung fallen, dass J., C, D relativ 
prim sein sollen, so wird die Zahl der Repräsentanten 
bekanntlich durch die Divisorensumme *(w) gegeben. Diese 
ist nach der Definition von N 

*(n) = ^J^(^), 15) 

summirt über alle in n enthaltenen Quadrate k^. Hiermit 
sind also alle eigentlichen Repräsentanten zusammengefasst, 

die zu den sämmtlichen Transformationsgraden tti gehören. 

£s ist wichtig, die eigentlichen Repräsentantm auch 
nach dem Transformationsgrad als Modul zu betrachten. 



u^. 
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Eine dazu nützliche Anschauung ist es, jeder Transfor- 
mationszahl Bi{&) ein Dreieck P,(o) der «-Halbebene 

derart zuzuordnen, dassnP<(cj) = n^^^-J-^ mit JS<(cd) [6)] 

äquivalent ist; dies erfordert nur 

Ui ßi = bi a, mod. n. 16) 

Dann folgt*) für die Äequivalenz zweier Transformations- 
zahlen Bi = nPi, B'i = nPi = nPi(P'^, aus der Identität 

. n 

als notwendige und hinreichende Bedingung die, dass Pi 
eine Substitution der Oruppe sei 

i3; = 0mod. n. 18) 

Gehört nun Pi dieser Gruppe 18) an, so kann die 
Gleichung 

p,(p;) = p(p;) 19) 

derart erfüllt werden, dass sie für alle Repräsentanten 
und dasselbe P gilt. Man findet als notwendige und hin- 
reichende Bedingung, dass 

also, dass Peine Substitution der Congruenzgrtippe n. Stufe 
sei. Derselben entspricht wieder ein Fundamentalpolygon, 
dessen Dreiecke alle modulo n verschiedenen Substitutionen 
vertreten (vgl. § 2), resp. eine Riemann'sche Fläche n. Stufe 
(§ 3).**) 



*) Hurwitz, Grundlagen. Math. Ann. XVin p. 567, 575. 
**) Für die Simultanstellnng der Flächen 16. und n, Stufe 
vgl. § 7. 



•^" 
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§ 7. 
Modularcorrespondenzen. 

Die Untersuchung der Repräsentanten zeigt, dass 
einer Stelle co des Fundamentalpolygons der erweiterten 
16. Stufe durch ©-Transformation n. Grades 384 -^inäqui- 
valente Stellen o zugeordnet sind. Diese verteilen sich in 
384 Gruppen von je N Stellen -B^?(®) derart, dass diese 
Gruppen, jede als ein Ganzes betrachtet, aus einander 
durch die Substitutionen von Q hervorgehen. Auf das 
Modulsystem übertragen, sagt dies aus, dass einem Punkte 
(ö der Grundcurve 8. Ordnung 384 unter sich homologe 
Gruppen von je N Punkten der transformirten Parameter 
w = E^T{(x)) (i = 1, 2, ... iV) zugewiesen sind. Zugleich 
gehen aus irgend einem Punkte o durch die inverse Trans- 
formation N Punkte B^^"^ (o) hervor, unter denen sich 
auch CD befindet. 

Je nachdem wir uns den Parameter eines Curven- 
punktes in der Form cd oder i2^? (cd) denken, wollen wir den 
Punkt zu der ersten oder der zweiten von zwei Punktschaa- 
ren auf der Curve rechnen. Entsprechen sich nun Punkte auf 
einer Curve derart, dass jedem Punkte der einen Schaar 
iV'Punkte der andern und umgekehrt auch jedem Punkte der 
letzteren N der ersteren zugewiesen sind, so wird diese 
Beziehung in der Geometrie als eine {N^ N)- deutige Corre- 
spondenz bezeichnet. Demnach ist der volle Ausdrvjck der 
Transformation n. Grades des Modulsystenis die Existenz von 
384 (N^ NJ-deutigen Corresponde^izen auf der Orundcurve, 
Man lässt sie nach 10), 11) sämmtlich aus einer unter 
ihnen hervorgehen, indem man die Punkte der einen Schaar 
successive allen CoUineationen der Gruppe V unterwirft. 
Die 384 Correspondenzen sind daher geometrisch nicht 
wesentlich verschieden. 
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Die Modularcorrespondenz hat keine singiilären Punkte, 
welchen unendlich viele Punkte der andern Schaar zuge- 
ordnet wären, da ftlr keinen speciellen Wert von o die 
transformirten w unbestimmt werden können und den Para- 
metern die Punkte eindeutig entsprechen. Also besitzen 
auch die transformirten Moduln 9), 1^ auf der zu qp, ^ ge- 
hörigen Riemann'schen Fläche keinen wesentlich singu- 
lären Punkt. 

Dies folgt auch direct aus der Betrachtung dieser 
Fläche (vgl. § 3)* Nach- 1. 3) können die Functionen qp, t 
nur für rationale o-Werte, wobei aber co^i oo mitgerechnet 
sei, oder 00 werden; rationalen o entsprechen aber 
wieder rationale 0. Wesentliche Singularitäten könnten 
überhaupt nur in diesen Punkten liegen. Denn für alle 
nicht rationalen Punkte (Oq der Fläche ist es klar, dass 
sowol qp, Tif als qp, ilf endliche Werte mit endlicher Ordnungs- 
zahl annehmen, da dort 01 — cdq als unendlich klein der 
ersten Ordnung zu rechnen ist. Nun entspricht aber einer 
einmaligen Umkreisung eines rationalen Punktes auf der 
Fläche, z. B. von i 00, in der co- Ebene überhaupt kein 
geschlossener Weg, wol aber eine einmalige Umkreisung 

des Punktes q = in der Ebene, auf welche die «-Ebene 

1 

durch die Function q abgebildet wird. Demnach ist in 

1 

der Nähe des Punktes i 00 auf der Fläche die Grösse q 
als unendlich klein erster Ordnung zu betrachten. In der 
Umgebung derselben gelten die Reihenentwickelungen 

1 C . . 1 D 

— 2— -*7t — — - 

11.8 11 A 8 A 

d. h. — wird einfach und ^=- von der Ordnung —r- un- 
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endlich, so dass -^=- dort zugleich einen Verzweigungspunkt 

besitzen kann. Diese Betrachtungen übertragen sich auf 
jeden andern Eckpunkt, denn in der Umgebung von 

in (o iny -^ dta 

oj = — -|- ist statt nach e nach Potenzen von e "^"'^ 

ß 
zu entwickeln.*) So kann man verificiren,, dass auch in 

den Eckpunkten die Ordnungszahlen endlich bleiben. 

Somit hestehen zwischen g?, t^ und g?, t^ algebraische 
Relationen, die man folgendermassen bilden kann. Be- 
deutet u eine Unbestimmte, über deren Wert wir zunächst 
nicht verfügen, so nimmt die lineare Function <p + utlf 
an den N zu einem gegebenen Wertepaar q>, i/; gehörigen 
Stellen 9, 1^ der Fläche N Werte an. Eine symmetrische 
Function dieser Werte ist für jedes u eine eindeutige Func- 
tion^ auf der Fläche % 1^, welche auf ihr ebensowenig wie 
9, ^ wesentliche Singularitäten besitzt. Daraus folgert 
die Theorie der algebraischen Functionen, dass die Coef- 
ficienten der Potenzen von u rationale Functionen von 
% ^ sind. Also sind (p-i-uilf Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung, deren Coefficienten rationale Functionen von 
u, % ilf sind, oder es bestehen algebraische Gleichungen 
/{(p + w^; g?, ^) = 0. Jede solche Gleichung bestimmt, 
geometrisch gesprochen, ein_System von^ parallelen Ge- 
raden durch die Punkte g), ip der Curve I 2). Durch par- 
tielle Elimination kann man auch allgemeinere Gleichungen 

/(9,^; %'^) = 22) 

herstellen, deren Grad in €p,^ sehr wol kleiner als N 
gemacht werden kann. Indessen bleibt die Frage offen, 



*) Hurwitz, Ann. XXV p. 69. 
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weiche Anzahl und Combination dieser Oleichtmgen zu neh- 
men istj um die N Wurzelpaare <p^ iff zu bestimmen. Es 
genügt auch algebraisch, sich auf die Gleichungen eines 
solchen Systems zu beschränken. 

Die Correspondenz des n. Transformationsgrades be- 
sitzt eine Monodromiegnippe, welche als die Gesammtheit 
derjenigen Permutationen der Wurzelpaare qp, ^ definirt 
ist, die folgendermassen entstehen : Man lasse <p, tf; von 
einer Stelle aus, zu der lauter endliche und verschiedene 
g>jb, if'fc gehören, auf der Riemann'schen Fläche alle geschlos- 
senen Wege beschreiben, auf denen kein Verzweigungs- 
punkt liegt, und verfolge, wie auf jedem derselben jedes 
der N Wurzelpaare 9*, iph stetig und eindeutig in sich 
selbst oder ein anderes übergeht. Nun gehören solche 
geschlossene Wege einerseits zu den Substitutionen der 
erweiterten Congruenzgruppe 16. Stufe. Anderseits führt 
eine lineare Substitution' P nur dann sämmtliche Classen 
von Transformationszahlen in sich selbst über, wenn die 
Bedingung 19) erfüllt ist, d. h. wenn P auch auf der 
Riemann'schen Fläche n. Stufe 20) einen geschlossenen 
Weg erzeugt. Da nun beide Forderungen nach dem mehr- 
fach gebrauchten Princip vereinbar sind, so ist die Mono- 
dromiegruppe der Modularcorrespondenz holoedrisch iso- 
morph zu der Qesaynmtheit der modulo n incongruenten 
Substitutionen 

P=(^J)mod.n {ad-ßy = l), 23) 

so dass die Permutationen der Wurzelpaare durch die- 
jenigen P erzeugt werden*), welche zugleich der Gruppe 
(r,F) angehören: P= 1, V mod. 16. 

Man beweist dann noch in gewohnter Weise, dass 



*) Vgl. Hurwitz, 1. c. Math. Ann. XVIII p. 574. 

3 
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die Ocdois'sche Gnippe des Qleichungssystems nach Adjunc- 

tion von y (— -) ^ niit der Monodromiegruppe 23) iden- 
tisch wird. 

Die Modularcorrespondenz heisst nun irredticibel, wenn 
ihre Monodromiegruppe transitiv ist, d. h. wenn durch ge- 
eignete Wahl der Vertauschungswege jedes der zu qp, ^ 
gehörigen Wertepaare (fk, i>k in jedes andere übergeführt 
werden kann. Das Zerfallen einer Gleichung 22) der irre- 
ducibelen CoiTespondenz in Gleichungen derselben Form 
kann also nie in der Art stattfinden, dass irgend eine 
der letzteren nur einen Teil der zu 9, ^ gehörigen N 
Wurzelpaare g?;b, if^fc lieferte; vielmehr müsste jeder Factor 
entweder schon für sich alle Wurzeln definiren oder dürfte 
keine derselben enthalten. 

Umgekehrt muss im Falle der Reducibilität die Mono- 
dromiegruppe intransitiv sein, m dass schon kleinere Gy- 
clen von nur N' Wertepaaren tpj^ i>h existiren, deren sym- 
metrische Functionen auf der Fläche eindeutig, also in 
% if rational sind. Bei reiner Transformation kann jedoch 
die Oruppe nicht intransitiv sein, denn dann würden zu- 
gleich die N' W^erte (pk {N'<N) schon für sich die Eigen- 
schaft haben, durch alle Substitutionen 21) nur unter- 
einander vertauscht zu werden, während dies doch mit dem 
Irreducibilitäts- Beweise für die Modulargleichungen im 
Widerspruch wäre. 

§8. 
Die simultanen Gollineationen der Hanptcorrespondenz. 

Infolge der Gleichberechtigung der 884 Correspon- 
denzen beschränken wir die Untersuchung auf eine der- 
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selben. Wir wollen die durch die Congruenz 

cö = wcomod. 16 24) 

characterisirte Correspondenz als die Hauptcorrespondenz 
auszeichnen. Als ihre Repräsentanten sind nach 9) zu 
nehmen 

SM = ÄV, Äl'H = §^5S, 25) 

WO Sl'j^c die kanonischen Repräsentanten bedeutet, in wel- 
chen I -j I = + 1, ^Ac diejenigen, in welchen /-j | = — 1, 
und wobei die Substitution 

(?9?6)-(3"o) = (S«T)^Vmod.l6. 26) 

Die Repräsentanten der inversen Transformation gehören 
^^ ö' = — mod. 16, 27) 

so dass nach 6) eine lineare Substitution existirt 

00 



CD' = — mod. 16. 28) 

Die durch die Hauptcorrespondenz einander zugeord- 
neten Punktschaaren mögen als {x) und {z) unterschieden 
werden. Unterwirft man nun die Schaar {x) einer Colli- 
neation TF, welche ihre Punkte in neue Lagen {x') bringt, 
und entsprechen diesen {x*) vermöge der Hauptcorrespon- 
denz Punkte {z% so muss die Schaar derselben nach 13) 
ebenfalls durch eine Collineation W der Gruppe F direct 
aus der Schaar {z) ableitbar sein. So werden durch 13) 
die Collineationen der Gruppe F derart eindeutig in Paare 
W, W geordnet, dass die simultane Anwendung von W auf 
(x) und von W auf (z) die Correspondenz nur in sich 
selbst überführt. 
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Für die Hauptcorrespondenz ergeben sich aus der 
Identität [vgl. 17)] 

n o ^ Q mod. 16 29) 

n 
als Paare simultaner Substitutionen 

^(«) = ^' ^«^^^mod.l6. 30) 

a + —6 
n 

Ihnen entsprechen simultane CoUineationen der Gruppe r 
und zwar den Grundoperationen I 32) 

(_3n+l 3n— 1 \ 



T(a)), T(a)) = -j— ^ , also je nachdem 

CD 

n 



81) 



W*=l, T(a>) = T(a>), T = (— 212.— 2^n — ^8)> 

n*=9,f® = S«TS«V« = A, T=(^2,^,,~^3).J 

Hiermit ist die Gruppe G oder F auf sich selbst holoe- 
drisch isomorph bezogen, denn die Zuordnung von W und W 
ist wechselweise eindeutig, jedoch der Art nach verschie- 
den je nach dem quadratischen Character von n in Bezug 
auf 2. 

Wir berechnen nun insbesondere zu den erzeugenden 
CoUineationen I 33) die simultanen und finden 



S« = (6-2n2j^^ £-3»2;3, B'^^'^Z^) 



32) 



n— 1 n— 1 



" =((1)^»' ' "«3'©* ' ^l)' 
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SO dass die beiden Schaaren {x) und (z) gleichzeitig CoUi- 
neationen unterliegen, die im allgemeinen durchaus ver- 
schieden sind. 

Geht man von der Hauptcorrespondenz zu einer be- 
liebigen anderen Gorrespondenz über, characterisirt durch 
cD^nW{coi)^W{n&)mod. 16, so^nddiezuS,Tsimultanen 
S, f von 81) zu ersetzen durch W S W-\ WJ W-\ und 
man erhält für jedes W einen neuen Isomorphismus. Die 

Oruppe r ist somit auf zwei wesentlich verschiedene Wei- 

2 

sen, je nachdem — =, + li 384 mal isomorph auf sich 

selbst bezogen; es gibt auch keine weiteren Beziehungen 
dieser Art.*) Dieser vielfache Isomorphismus ist aber 
eine bekannte characteristische Eigenschaft der Galois'- 
schen Gruppe der Modulargleichung. In der Tat ist die 
Gruppe O geradezu die Galois'sche Gruppe der Gorre- 
spondenz des 16. Transformationsgrades (vgl. § 7). 

Neben den simultanen GoUineationen gibt es noch 
eine Operation, welche die Gorrespondenz nicht ändert. 
Benennen wir nämlich in der Hauptcorrespondenz einen 
Punkt Zf als Xi, so tritt nicht auch an Stelle von Xi ein- 
fach Zi in der neuen Bezeichnung, sondern gemäss 28) ist 

{xi, x^.x^) zu ersetzen durch ((~)^i, (^)%; ^s)- So- 
mit bleibt die Gorrespondenz wiederum ungeänderty wenn 
man gleichzeitig die Vertauschungen vornimmt 

Xi, X2^ ^3 , 2? j , 2^2 , Z^\ 

n/^\nj^^^ ^3? ^it *^2^ ^zf 
Also ist auch in dieser Hinsicht die Analogie zu den 



*) Gierster, Untergruppen der Galois'schen Gruppe der Modular- 
gleichung. Ann. XVni p. 355. 
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Modulargleichungen vollständig, denn deren Argumente sind 
bekanntlich in ähnlicher Weise vertauschbar. 

Diese simultanen Operationen werden weiterhin eine 
grundlegende Bedeutung gewinnen. Um für ihre rech- 
nerische Verwendung eine grössere Uebersichtlichkeit zu 
erzielen, führen wir an Stelle der Zi n&ne Variabele yt ein 
durch die Substitution 

yi=<»(-)^l» y2=^%> 2/3= Öß ^ 213, 34) 

— IS nur hinzugefügt ist, um die Deter- 

minante zu Eins zu machen. Dies entspricht, beiläufig 
bemerkt, einem üebergang von der Hauptcorrespondenz 
zu einer Correspondenz 

ö=S"<»-"TS-'"-"T(»ja,)=«^?4±^^'±i^mod.l6,35) 

in welcher schon die Repräsentanten wähl von n mod. 16 
abhängt. 

Durch diese Einführung gewinnt die Tabelle der simul- 
tanen Collineationen die einfachere Gestalt 



T =(— a?a, —^1, — iTg), T == ( —2/2, — ^n —2/3) 
U =( 0^2, 0^3, o^i), Ü==( t/2. 2/si yi\ 
während die Vertauschungen 33) übergehen in 



J6) 



n-l »-1 



P = (0-Va,ö"'(^)2/2,ö-'6 '2/3)(ö(|K,(>a?2,ö£'a:3).37) 

Die einzelnen Zeilen von 36) und 37) sollen künftig kurz 
unterschieden werden als s-Miiltiplication (S^ S^), Trans- 
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Position (T, T), cyclische Verschiebung (U, U) und Reihen- 
Wechsel (P). 

Nach der Redeweise der analytischen Geometrie sind 
die Variabelen der beiden Reihen , je nachdem w = + 1 
oder »i = — 1 mod. 8, als cogredient und contragredient zu 

unterscheiden, dagegen wären sie, wenn /— j = — 1, etwa 

allgemein digredient zu neunen. 

§9- 
Die Glasse der Schnittsystem-Correspondenzen. 

Es sei auf einer Grundcurve eine (JV, iV)-deutige 
Correspondenz zwischen Punktschaaren (x) und (z) ge- 
geben, welche durch algebraische, biternär-homogetie Glei- 
chungen der Gestalt 

/(a?!, ir„ x^; z^, z^, 2:3) = 38) 

darstellbar sei. 

Eine solche hiternäre Gleichung für sich stellt ein 0er 
hüde der Ebene dar, in welchem jedem Punkte (x) als Pol 
eine ganze Curve f» = 0, jedem (z) eine Ourve /x = ent- 
spricht, wenn die Indices je die laufenden Coordinaten 
kennzeichnen. Auf der Grundcurve JF = aber ordnet 
/= jedem Punkt (x), resp. (z) derselben die Schnitt- 
punkte mit f^ = 0, resp. /, = zu. 

Nun gehören aber möglicherweise nicht alle Schnitt- 
punkte der Curve /* = zu der Gruppe (z) , welche (x) 
in der gegebenen Correspondenz entspricht; dann werden 
neben / = weitere Bestimmungen erforderlich. Es wird 
z. B. festgesetzt, dß.ss diejenigen Schnittpunkte der Correr 
spondenzcurve f» = 0, welche in ihren Pol {x) oder in 
feste Punkte der Grundcurve fallen, ausgeschlossen und 
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nur die übrigen, beweglichen Schnittpunkte zur Correspon- 
denzgruppe (z) gerechnet werden sollen. Weitere Gleichun- 
gen können nötig werden, um auch von diesen wiederum 
einige auszuschliessen, indem etwa durch die nicht zu be- 
rücksichtigenden Schnittpunkte von /, = eine zweite 
Curve gelegt wird, u. s. w. 

Die Darstellung der Correspondenz erfordert also im 
allgemeinen ein System biternärer Gleichungen, und man 
hätte hier in die Untersuchung der Frage einzutreten 
(§ 7), was für Gleichungssysteme insbesondere zur De- 
finition der Modularcorrespondenzen notwendig und hin- 
reichend sind. Indessen sei hier auf die in der Einleitung 
citirten Hurwitz'schen Resultate verwiesen. Das nächste 
Interesse knüpft sich alsdann an das speciellere Problem : 

Exisüren Modularcorrespondenzen^ welche durch eine 
einzige algebraische Oleichung / = neben F = voll- 
ständig definirt sind? eventuell: unter welchen Bedingun- 
gen? Auf diese Untersuchung sei alles folgende beschränkt. 

Zunächst wollen wir, unter Festsetzung der Termi- 
nologie, einige Consequenzen aus der Annahme ziehen, 
dass der volle algebraische Ausdruck einer (»-Transforma- 
tion n. Grades durch eine verschwindende ganze biternäre 
Form / = rein gegeben sei. Einem Punkte der einen 
Schaar sind dann die sämmüichen Schnittpunkte der zu- 
gehörigen Correspondenzcurve mit der Grundcurve als Corre- 
spondenzgruppe der andern Schaar zugeordnet Zuordnun- 
gen dieser Art sollen kurz als Schnittsystem- Correspon- 
denzen n. Orades characterisirt und in eine Classe zusam- 
mengefasst werden. 

Eine erste wichtige Folgerung aus § 8 lautet: Ist die 
Hauptcorrespondenz eine Schnittsystem 'Correspondenz, so 
gehören gleichzeitig alle 384 Correspondenzen zu dieser 
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besonderen Classe. In der Tat erfordert der Uebergang 
von einer Correspondenz zu einer andern nach 13) nur 
die Anwendung von linearen Transformationen auf die 
eine Variabelenreihe. Daher werden wir weiterhin stets, 
der Einführung von yi durch 34) entsprechend, die Corre- 
spondenzgleichung 38) in der Form voraussetzen: 

/(a?i, 0^2, x^; z/i, 2/2» Ps) = 0. 39) 

Bei einer modularen SchniUsystem-Correspondenz sind 
die sämmtlichen Schnittpimkte der Correspondenzcurven mit 
F = heweglich mit dem zugehörigen Pole und von ihm 
verschieden, ersteres, weil o mit o variabel ist, letzteres, 
weil keine der Transformationszahlen allgemein mit cj äqui- 
valent sein kann. Entsprechen aber einem Punkte [x) ebenso 
viele bewegliche und von ihm verschiedene Punkte {y) 
wie umgekehrt, so müssen /y = und /a, = Gurven der- 
selben Ordnung m oder es muss die hiternäre Form f in 
heiden Reihen von Variahelen von derselben Dimension m 
sein. Es werde dann die Schnittsystem -Correspondenz 
n. Grades auch von der m. Ordnung genannt. 

Für eine Correspondenz dieser Classe gilt infolge des 
vorigen Satzes das einfache Chasles'sche Correspondenz- 
princip. Es stellt nämlich 

J \Xi i x^, x^\ X^, X^, X^) = \) 

den Ort eines Punktes (x) dar, durch den die Curve der 
correspondirenden Punkte (y) hindurchgeht. Also hat die 
Correspondenz 16m = SN Coincidenzpunkte^). 

Bei reiner o Transformation kann die Gleichung f= 
nur das gleich Null gesetzte Ibtenzenproduct biternärer For- 



*) Hieraus entspringt die specielle Gruppe von Classenzahl- 
relationen 16. Stufe für die quadratischen Formen der Determinante 
— n, wenn n den Kriterien des § 14 genügt (vgl. die in der Ein- 
leitung citirten Abhandlungen). 
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vn^mfy^^f^, ... seiYiy welche im gewöhnlichen Sinne irredudbel 
sind und schon einzeln^ gleich Null gesetzt, die Correspon- 
denz rein darstellen. Denn Teilbarkeit von / durch ein- 
fach temäre Formen ist schon nach p. 40 auszuschliessen ; 
gleich Null gesetzte biternäre Factoren müssen nach p. 38 
alle Wurzelpaare liefern, dürfen aber nach der Voraus- 
setzung über / = offenbar keine fremden Wurzeln ent- 
halten. 

Gesetzt, es gehören nun zu allen Transformations- 

graden ^f (vgl- Schluss von §7) irreducibele Schnittsystem- 

Correspondenzen /^ = 0, /^ = 0, ... und wir betrachten 
diese alle gleichzeitig, so bilden sie zusammen nach 15) 
eine (^(w), 0(n)ydeutige reducibele Schnittsystem-Correspon- 
denz. Die Gleichung derselben ist offenbar /i,/2 ... = 0, 
so dass ihre Correspondenzcurven im gewöhnlichen Sinn 
zerfallen. Dann haben aber auch die reducibelen Corre- 

spondenzen aller Grade -^ den nämlichen Character, da 

überhaupt, wenn A;'^ noch alle quadratischen Teiler von 

-rä" bedeutet, 

Dabei sind die irreducibelen Bestandtheile der zerfallen- 
den Correspondenzcurven für alle diese Grade identisch. 
Da nun das Gleichungssystem 40) die Coefficienten- 
determinante 1 ergibt, so folgen auch umgekehrt alle 

N ( p- j als lineare Aggregate der * (jL^TTi) mit ganzzah- 
ligen Coefficienten. Um diese Umkehrung übersichtlich 
zu machen, führen wir Ilk^i ein als das Product aller in 

n enthaltenen Primzahlquadrate fej, so dass, wenn 

n^n'nhl 41) 
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n' lauter verschiedene Primfactoren enthält. Ordnen wir 
dann 40) in 

N(n'k^) ==0{n'k\)—N{n') [42) 

so folgt auch der Satz: Wenn die reducibehn Correspon- 

denzen aller Qrade i-p-) Schnittsysteme liefern, so sind 

schon die irreducibekn Correspondenzen dieser Grade eben- 
falls Schnittsystetn-Correspondenzen. Denn es gibt offenbar 
[erste Gleichung 42)] neben der irreducibelen keine redu- 
cibele Schnittsystem-Correspondenz n\ Grades ; in den suc- 
cessive zu betrachtenden folgenden Gleichungen entspricht 
rechts dem Minuenden nach Voraussetzung eine Schnitt- 
system-Correspondenz, den Subtrahenden weisen die vor- 
hergehenden Gleichungen Schnittsystem -Correspondenzen 
zu, deren Correspondenzcurven je in denen des Minuenden 
enthalten sind; also gehört auch je zur linken Seite eine 
Correspondenz dieser Classe. 

Nach den bisherigen Ueberlegungen ist zur Existenz 

einer modularen Schnittsystem-Correspondenz jedenfalls 

N 
erforderlich w = ^ , oder 

N= mod. 8 . 43) 

Daraus folgen schon gewisse Bedingungen für die Orad- 
zahl n (siehe § 14). Eine blosse Abzahlung der Punkte- 
zahl sagt indessen noch nichts darüber aus, ob die N=8m 
Punkte der Correspondenzgruppen wirklich die vollen 
Schnittpunktsysteme von Curven m. Ordnung mit der Grund- 
curve bilden. Es ist die Aufgabe des folgenden Capitels die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen abzuleiten^ 
unter welchen die 8 m Punkte der Hauptcorrespondenz je 
auf einer Curve m, Ordnung liegen. 
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in. Capitel. 
Kriterien der Schnittsystem-Correspondenzen. 



§10. 
Die Integrale erster Gattung anf der Orundcnrve. 

Es ist zu untersuchen, oh und wann 8 m Punkte der 
Orundcnrve, tvelche durch ihre transcendenten Parameter 
-B<(cö) d^nirt sind, die Schnittpunkte derselben mit einer 
Curve m, Ordnung sein können. 

Das Kriterium dafür formulirt in transcendenter Weise 
das ÄbeVsche Theorem, welches für eine Grundcurve ohne 
Doppelpunkte folgendermassen ausgesprochen werden kann: 
Bestimmen zwei Curven m. Ordnung /= 0, // = auf der 
Grundcurve n. Ordnung F = die Schnittpunktsysteme 
(a;^*0, (c^*0 (Ä: = 1, 2, ... mn), so können die Punkte der- 
selben derart in Paare geordnet werden, dass die Summen 
gleichartiger Integrale erster Gattung, modulis Perioden 
derselben, verschwinden, wenn die Integration jeweilen von 
den Punkten (c^*0 als unteren Grenzen bis zu den zuge- 
ordneten Punkten (x^*0 als oberen Grenzen erstreckt wird. 
Sind also Z^''^ p linear unabhängige, überall endliche Inte- 
grale, so bestehen die p Gleichungen 

E ( 6ir''^=0 (r=l,2, ...p). l) 

Umgekehrt ist da^ Bestehen dieser p Integralgleichungen 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
durch das Punktsystem (x^^^) eine Curve m. Ordnung f=0 
geht, wenn die Punkte der unteren Orenzen (c^^) auf einer 
solchen g = gewählt sind. 
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Auf unserer Grundcurve 8. Ordnung bilden das Punkt- 
system (rr^^O die 8 m, nach § 9 ingesammt beweglichen, 
Punkte Bi{ci)). Da das Abersche Theorem die Irreduci- 
bilität der Curven nicht voraussetzt, wählen toir als zweck- 
massigste Curve der unteren Grenzen (c^*0 ^'^^ Undulations- 
tangente. Denn dann ist der zugehörige Berührungspunkt — 
wir wählen als solchen insbesondere o = i oo oder (0, 1, J/a) 
— gemeinsame untere Grenze aller Integrale des Theorems, 
und jede Festsetzung über die Zuordnung der Grenzen fällt 
dahin (vgl. § 5). 

Das allgemeine überall endliche Integral auf F=0 
ist in homogener Schreibweise 



/• 



v^{x^,x^,x^)dw, 2) 

wo Vg die allgemeine temäre Form 5. Dimension bedeutet, 
und das Differential 



dw = 



«1 Xi dxx 

Cv2 «4/2 CvOC^ 

^8 *^8 a^Q 



3) 



«1 iTi + Oa üJs + «3 a?3 

von den Constanten a< bekanntlich unabhängig ist. *) Aus 
den einzelnen Termen von v^ entspringen die p=21 linear 
unabhängigen Integrale, für welche wir nun die Bezeich- 
nung einführen 

Dabei bedeuten, wie in diesem Capitel immer, «, ß, y alle 
Zahlentripel, für welche 

a + j3 + y = 5. 5) 



*) Clebsch und Gordan, Th. d. AbeFschen Functionen § 4. 
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Um die Integrale in solche des complexen Argu- 
mentes o oder q umzusetzen, schreiben wir — unter ein- 
deutiger Bestimmung der Wurzeln nach 15) — für I 27) 



Dann leitet man zur Umrechnung des Differentials dw 
aus den Jacobi'schen Formeln (Werke II p. 178) leicht 
die Relationen ab 

aus denen sich nach einfacher Umsetzung ergibt 

dw = ^y^^^:=i^]/Be^e,e, d(o, 8) 

Die Integrale erhalten die Gestalt 

und sind damit als eindeutige Functionen von d dargestellt, 
da die Wurzelzeichen so zu wählen sind, dass 

a+l a+l 

Z:,^,(c)=8.^^ = 2~M~iIf nfiiriz:. 10) 

Nun kann man aber auch mittelst der Landen^ sehen 
Tran$formatio7i 9, xf^ als rationale Quotienten von ö -Werten 
Constanten Argumentes darstellen, und gleichzeitig gelingt 
es, die in 9) auftretenden Wurzeln aus e-Producten in 
Producte je eines transformirten 0^,6^ oder Ö3 und eines 
transformirten el zu verwandeln. Aus den Gleichungen 
zwischen den ö- Functionen der Parameter co und 2 10 

erhält man *) für die speciellen Argumente und -7- 



*) Weber, Zur Th. d. elliptischen Fnnct. Acta Math. VI p. 336. 
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öo Ö2 = ^Hf» y) 

öo Ö3 = ö? ( , 2o) 
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11) 



und durch Differentiation jener Gleichungen, bei speciellen 
Wertrelationen, 

dl = 7t 62 Oo Ö3 

''•(T'f)= <'»«4T'f) = ^''4o,-j)flo(0,2a)ö,. 12) 

Hieraus folgen einerseits für q>, '^ die Her mite' sehen Aus- 
drücke 



9 = 



_ 1 '''(^'t) ,_ 



öo (0, 2 (o) 



13) 



r2 01 ' ^ Ö3 

und anderseits, mit der in 10) eingeführten Abkürzung, 
die 21 Integranden in rationaler Form 



J-m^Oz Ol 



Im'^ Oo Ol 



P^ \ ~^) ^^ -^221*02^-;^, YJ öl 



-^050-p=öo Öi/O, -g-l 

io3"*Ö2 ^l\"J"?"2~) 
i280*p= Ö2 öl ^0, -g- j 



J31l"*Ö2 öl 

iJä2-«o(o,2o>)ö; 

l5oo-2ejfl;(0,2ra) 

i!;o2-2ö,ö;(o,2o) 

1330-2 00 ei (0,2(0) 



M) 



jüu-eo(ö,2a) ö;(i I) i^o.-^ e^(«.|)öi(p I) ii^.-»^ ea(0,|)ö ;(0,2fi)) 

ji;.-ji=eo(o» e;(o,|) i;:.o-p= «^(j. |)öi(o,|) /;..-2e.(i f )e;(o» 

Man bemerke, dass jeder Ausdruck ein ö i'(0) od. e i[ jjenthält. 
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Insbesondere zeichnen sich die Integrale der I. Gruppe 
dadurch aus, dass sie keine transformirten e enthalten, 
und sie characterisiren sich so als die drei unabhängigen 
Integrale auf der Curve 4, Ordnung i? = 3 [I 27)], wie 
auch eine einfache directe Ueberlegung zeigt. 

§11. 
Periodicität und lineare Transformation der Integrale.*) 

Die Integrale sind als Functionen des Ortes auf der 
Riemann'schen Fläche p = 2\ unendlich-vieldeutig. Jede 
solche Function ändert im allgemeinen ihren Wert, wenn 
man sie zur Ausgangsstelle längs eines geschlossenen Weges 
zurückführt, der weder auf der Fläche in einen Punkt 
zusammengezogen werden kann, noch Verzweigungspunkte 
der Function umschliesst. Durchläuft aber ca in seiner 
Halbebene beliebige geschlossene Wege, so sind die ent- 
sprechenden Wege auf der Fläche offenbar stets in Punkte 
zusammenziehbar. Daher ist jede zur Fläche gehörige 
Function von oj, welche auf derselben keine Verzweigungs- 
punkte besitzt y also insbesondere jedes zugehörige überall 
endliche Integral, notwendig eine eindeutige Function von o. 

Auch den Wegen zwischen relativ äquivalenten Punk- 
ten o, ö' der Halbebene entsprechen auf der Fläche ge- 
schlossene Wege. Diese lassen sich wiederum auf Punkte 
zusammenziehen, wenn die zwischen o, o' vermittelnde 
Substitution der erweiterten Congruenzgruppe parabolisch 
oder elliptisch ist, denn eine solche bewirkt im wesent- 
liehen nur eine Drehung der Halbebene um je einen fest- 
bleibenden Punkt derselben (p. 11). Bei diesen Substi- 



*) Vgl. Hurwitz, Classenzahlrelationen Ann. XXV p. 170, 188. 
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tutionen ändern sich also die Integrale wiederum nicht, 
dagegen ändern sie sich bei* den hyperbolischen Substi- 
tutionen, welchen nicht-zusammenziehbare Wege entspre- 
chen, um additive Constanten, weil die Differentiale in- 
variant sind. Umgekehrt können die Integrale erster Gat- 
Umg auf der Fläche p = 21 geradezu deßnirt werden als 
die eindeutigen, überall endlichen Functionen von o, welche 
der Functionalgleichung genügen [T beliebige Substitution 
der Gruppe (T,F)] 

Damit erfährt der Begriff der Modulfunctionen eine natur- 
gemässe Erweiterung, wie sie zuerst Herr Hurwitz in 
den citirten Abhandlungen gab. 

Verwandelt man die Fläche durch ein System von 
Querschnitten in einen Fundamentalbereich (p. 15), z. B. 
das symmetrische Polygon der Figur, so ist jedes Integral 
innerhalb desselben eine eindeutige Function des Ortes, 
erleidet aber beim üeberschreiten jeder Schnittstrecke 
eine Aenderung um eine zugehörige Periode. Es gibt nun 
insbesondere Systeme von 2p Rückkehrschnitten und Quer- 
schnitten, welchen 2p unabhängige Perioden jedes Inte- 
grals zugehören, durch deren lineare ganzzahlige Com- 
binationen die allgemeinsten Perioden derselben darstellbar 
sind. Legen wir also die schon p. 18 postulirte Anord- 
nung des Fundamentalpolygons zu Grunde, so sind zufolge 
der Definition der erzeugenden Substitutionen die Ver- 
bindungslinien zusammengehöriger Randpunkte Perioden- 
wegey und jede erzeugende, hyperbolische Substitution E^^ 
ergibt ein System von p simultanen Fundamentalperioden 

^^y K M) - W«») = ^Sv ^ • 16) 
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Für die parabolischen Substitutionen haben wir dagegen 
(siehe oben) 

4^7 (^ + 16) = laßY (^)> 4?y ( l J"l6a» )= 4ßy (<»). 17) 

In eine genauere Untersuchung dieser Fundamentalsysteme 
brauchen wir jedoch nicht einzutreten, weil sich sofort 
eine noch einfachere Darstellung der Perioden durch nur 
12 Grössen ergeben wird. 

Allgemein erfahren die Integrale bei den linearen CD-Suh- 
stitutionen selbst lineare Transformationen, Das Differential 
dw ist bei den Substitutionen I 33) der Gruppe F in- 
variant, also bleibt nur die Aenderung von x^a^xl ^= 

y+5 

= £ ^~d^ ^^^^ jenen Formeln in Betracht zu ziehen. 
Demnach ist bei der Grundoperation S 

laßy (C> + 1) = « ' I^yß («>) , 18) 

da nach 17) keine Constante zutritt. Dagegen muss bei T 

4^y ("^) ^ "~ ^?«y ^^^ +l^«py 1^) 

je eine von Null verschiedene Constante dazukommen, weil 
das Integral I^^y (o) nicht lauter. Perioden Null haben 
kann. Infolge der Bedeutung von S und T sind die sämmt- 
liclien Periodensysteme lineare Aggregate der p^^ßy mit ganz- 
zahligen Coefßcienten. Indessen sind von diesen Constanten 
nur 12 unabhängig, denn, weil T die Periode 2 hat [vgl. 
auch 17)], ist 

Paßy = Pßay • 20) 

Bei den erzeugenden Substitutionen der Gruppe F 
hat man also 
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4/3y (T(«)) = — I^ay i^) + ]?aßy 

ß-y g+ 1 



) 21) 



Hiernach ordnen sich die Integrale in 5 Gruppen — 
siehe die Ziffern I bis V in 14) — derart, dass die An- 
gehörigen einer Gruppe durch lineare co- Transformation 
in einander, nicht aber in solche anderer Gruppen über- 
geführt werden können. Die Gruppen sind durch die, 
abgesehen von Permutationen der Indices, verschiedenen 
Zahlentripel characterisirt 

I 113, II 221, ni 005, IV 023, V 014. 21) 

Für die Aenderung bei einer Substitution W von (r, 
deren Decomposition in Grundoperationen nach I 34) man 
kennt, hat man nach 21) die Formel [mit denselben Be- 
zeichnungen wie I 34)] 



X(a+l)+(i(ß+l)+'^-p^-\-4T 



Iccßy(W(<üj)-=e 2 Ia'ßy((0)+K^ßyA22) 

wo y" = U-'(y), («', ß\ y) = U" T"" («, ft y) J 
und auch Kf^ßy leicht zu ermitteln ist. Jedoch ist letz- 
teres unnötig, denn weiterhin darf stets von zutretenden 
Perioden abgesehen werden, da diese für das Abel'sche 
Theorem ohne Belang sind. Integralgleichungen der fol- 
genden Paragraphen stehen daher an Stelle von Congru- 
enzen modulis Perioden. Die Formel ergibt z. B., unter 
Ausrechnung der. Constanten, für die in II 26) vorkom- 
mende Substitution (S®T)^ 

Iußy(^)=^(.-^y^'l<^('^) (ß ungerade)) ^^^ 

M4^)=(-l)''^'W«')+2(-l)"^W(^gerade).( 
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Bemerkt sei übrigens, dass man auch ohne Kenntnis 
der Decomposition von TT, von dem allgemeinen Ansatz aus 

nach einem Verfahren zum Ziel gelangt, welches darauf 
beruht, dass auf o und W{g)) gleichzeitig, möglichst ein- 
fach zu wählende, Substitutionen S und aS" = W~^ SW 
angewendet und durch Coefficientenvergleichung Relationen 
gewonnen werden. Man vergleiche dafür die Methode der 
Goefficientenbestimmung im folgenden Paragraphen. 



§12. 
Die Integralsnmmen des AbePschen Theorems. 

Das Abel'sche Theorem verlangt die Bildung der jp= 21 
Summen der Integralwerte für die, nach 11 25) zu wählen- 
den, Parameter JK< (o) der Punkte unserer Hauptcorrespon- 
denz als obere Grenzen 

Jj^^,(Ä(ö,)) = e7;t^^(«>) (A + /i + v = 5). 25) 

Nun ändert sich aber infolge von 16) und II 10) eine 
solche Summe nur um eine additive Constante, wenn man 
(o durch eine relativ äquivalente Zahl ersetzt, denn, ab- 
gesehen von Constanten, werden nur die Summanden ver- 
tauscht. Die Summen Jxfivi^) haben so auf der Riemann'- 
schen Fläche denselben Character wie die /^^^(cj), sind 
also nach p. 48 selbst Integrale erster Gattung, Man hat 
fio den allgemeinen Ansatz 

JXf,v («>) = ^C'^ laßyi'o) + Ci^.. 26) 

a,ß f 
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Die Coefficienten bestimmen sich, indem wir auf beide 
Seiten der Gleichung die simultanen CoUineationen des 
§ 8 anwenden. Unterwerfen wir nach einander das Argu- 
ment cj der laByi^) ^^^ Substitionen S^T, U und gleich- 
zeitig die Argumente jB<(co) der Ii^^{Ri{m)) den Substi- 
tutionen S*, T, U von II 32), so gehen J^^^ und I^^ßy 
gemäss 21) über in 

n(X+l) ^ tt+l 



<^L^v ^ -SKJ?y 



(i)'^. 



-{^' 



filv ßf'Y 



fi'V ß—y 



27) 



abgesehen von additiven Constanten. Soll der Ansatz 26) 
eine Identität werden, so folgen aus 27) Relationen für 
die Coefficienten desselben.. So kommt durch S^ und T 
einerseits Q^i; = 0, anderseits das Resultat, dass nur der- 
jenige Term ii^^'^'C«) der rechten Seite von 26) einen 
von Null verschiedenen Coefficienten haben kann, in wel- 
chem A', (i\ V* solche positive Wurzeln der Congruenzen 

A' + l = n(A+l) I 

/(i' + 1 = w {iL+ 1) mod. 8 i 28) 

i/'-|-l = n(v+l) ) 

bedeuten, die der Gleichung genügen 

A'+f*' + v' = 5. 29) 

Es ist also gemäss 28) und 29) einfacher anzusetzen 

Jxfivi^) = <^\ßv h'ti'v'i^)' 30) 

Nach der zweiten und dritten Zeile von 27) bestehen aber 
zwischen den Constanten c v^^ , welche zu derselben Gruppe 
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von Integralen (p. 51) gehören, lineare Relationen, welche 
sich zusammenfassen lassen in 



nv~v 



(i) 



2\^ 2 („) 

B Clf^y = COnst. 



31) 



bei allen Indexpermutationen. 

Daher verschwinden die Integralsummen jeder Gruppe 
stets nur gleichzeitig. Zugleich mit dem Verschwinden 
einer Summe J^^^ (co) der Hauptcorrespondenz erhalten 
die der nämlichen Classe angehörigen Integralsummen 
Jxf^^{W(<üj) aller Correspondenzen constante Werte, denn 
zufolge II 13) und § 11 sind die letzteren lineare Aggregrate 
der Iif,y{(x)). 

Nun lassen sich die Congruenzen 28) nicht immer durch 
drei Zahlen A', ft', v' erfüllen, für die auch 29) besteht 
Ist dies der Fajl für gegebene Zahlen w, A, ft, v, so gibt 
es kein Integral, welches der Gleichung 26) genügte und 
von Null verschieden wäre. Man findet aber folgende 
Lösungssysteme : 





X fjk V 


V fi' v' 






p = l 


3 


5 


7 mod. 8 


I 


1 1 3 


1 1 3 




1 1 3 


• 


II 


2 2 1 


2 2 1 


5 




-^^ 


III 


5 


5 


2 2 1 






IV 


2 3 


2 3 


2 3 






V 


1 4 


1 4 




4 1 


i 



32) 



Demnach verschwinden die sämmtlichen Integralsummen 
Jxfivi^) für alle Transformationsgrade n = 7 mod. 8. Also 
bilden dann dieiV-punktigenCorrespondenzgruppenSchnitt- 

Punktsysteme mit Gurven der Ordnung m = -g- . Wenn 

wir den Beweis des § 15 anticipiren, so schliessen wir 
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hieraus: Die Modularcorrespondenzen der Transformaüons" 

grade 

n = 7 mod. 8 33) 

sird Schnittsystem-Correspondenzen und durch eine einzige 
Gleichung darstellbar. 

Für die Transformationsgrade w=5 mod. 8 verschwin- 
den nach der Tabelle von den Integralsummen die der 
I. und V. Gruppe, für n = 3 mod. 8 die der Gruppen 11, 
IIIj IV, und endlich fürn = 1 mod. 8 im allgemeinen keine. 
Aber die Integralsummen können möglicherweise auch für 
specielle Werte voü n verschwinden. Daher bleibt die 
Abhängigkeit der Constanten cjj)y von n zu bestimmen und 
insbesondere zu untersuchen^ für welche n q^^ = ist 

Nun gelten aber die vorigen Sätze ohne weiteres 
auch für die reducibelen Correspondenzen der Grade w, 
denn dies folgt nach II 40) daraus, dass sie wegen 

w = ^ mod. 8 (vgl. II 15) für alle irreducibelen Correspon- 
denzen der Grade -^ auszusprechen sind. 

Insbesondere vereinfacht sich aber die zuletzt gefor- 
derte Untersuchung, wenn wir sie, statt an den {N, N)- 
deutigen Correspondenzen, an den (^(w), *(n))- deutigen 
reducibelen Correspondenzen durchführen. 

Es mögen also weiterhin gemäss II 15) die irredu- 
cibelen Correspondenzen aller Grade p zu der reducibelen 

Correspondenz n. Grades zu;Sammengefasst werden,' Dann 
betrachten wir unter «/^^^(o) an Stelle der iV- gliedrigen 
Summen 25) die ^(w)-gliedrigen Integralsummen 

Jlt^viP) = ^ -2; Ij, (i2,(«,)) = cg, J;t>V' N ^ 34) 
A C=0 t* r 

in welchen über alle Teiler A von n und volle Restsysteme 
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C mod. A summirt wird, da die Riip) von den Ä^c ein- 
deutig abhängen [II 25)]. Die bisherigen Entwickelungen 
bleiben auch für die neuen Ji^y in Kraft. 



§13. 
Beihenentwickelnngen der Integrale. 

Wir recurriren nun auf die Reihenentwickelungen der 
Integrale selbst, nachdem wir in Ji^y als Repräsentanten, 

je nachdem in St^c = J — - (-r) = + 1 ist, ^ac oder 

— -3 ^Ac mod. 1 6 [vgl. II 25)] wirklich eingesetzt haben. 

Auf Integrale der Form Ixfivi^^c) vermöge 23) zurück- 
geführt, lautet dann 34) 

wo jxfiv eine Gonstante ist, auf deren Wert es nicht weiter 
ankommt. Betrachten wir zunächst nur solche Integrale 
jeder Gruppe, deren Index v ungerade ist, so vereinigen 
sich auch noch die beiden Summen in 35) so, dass 

f^Ix,v (^^^±^) -f-i,^, = ctl I,y^ («.) . 36) 

Die Reihenentwickelungen können wir in der Form 
ansetzen 

WO stets nur über congruente Werte fc, resp. fc' summirt 
wird, gemäss 

fc = A+l, fc' = A'+l=wfemod. 8. 38) 
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Nun tritt aber in den Integralen J;i^y(Ä^c) an Stelle von 

— 2kin-— 

8 Ä S A , 

q e q , so dass 

, . C k D 

2kl7t— — 

21^,,, (ß^e) = ü^ 3»i^^ {lc)£e ^/ ''. 39) 

AyC k Afi 

Bekanntlich ist aber 

c 

He =0 oder A, 40) 

0=0 

letzteres nur dann, wenn fe ein Vielfaches von A ist. 
Damit erscheint 36) umgeformt in 

kB V 

ZZA.\.^^^,q^ ""»cli^p^lVvCfcOa', 41) 

WO nun die Coefficienten derselben Potenzen von g zu ver- 
gleichen sind. Dies liefert für die Exponenten /c, h* neben 
38) die Bedingung 

kD=^k'A, 42) 

woraus D = t als gemeinsamer Teiler von n und U* = ä, 
ferner k = -jf folgt So gewinnt man zwischen den Coeffi- 
cienten der Entwickelungm verschiedener Integrale die Re- 
lation 

summirt über alle gemeinsamen Teiler t der Zahlen n und h, 
während h der beigesetzten Congruenz 38) genügt. Doch 
gilt dies nur für ungerades v, aber hei geradem v tritt 
dafür einfach ein 
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Ist dann insbesondere h' eine zu n relativ prime Zahl, 
so ist 

(n) 

Die Formel führt die Abhängigkeit des q^, von n expli- 

cite ein und zeigt, ddss {mit c^^^) die Integralsumme J^^^ 
verschtvindet, wenn in der Entwickelung von Ii^^yder Coeffi- 

cient einer gewissen h*, Potenz von q NuU ist 

Zur expliciten Darstellung der Bedingungen für 
Cxfiv = bedürfen wir der Kenntnis der Bildungsgesetze 
der Wj^^y in den Reihen für T^^^^ [10)] : 

k 

I\f,A^) = ^£ ^X^y{U)q^ . 46) 

Zur Entwickelung der 21 ö-Producte 14) hat man die be- 
kannten Reihen (r unger. > 0, r' unger., s gerade ^ 0): 



r'» 



OO ^8 00 ^9 QO 



— 00 —00 —00 

r2 



e[=^27tl{^l)rq' 






17) 



Aus den Producten 14) folgt für ^x^^CA;) im wesent- 
lichen die Gestalt 2;(— l)-^(''»*)r. Insbesondere treten die 
Summen auf 

2;(^)r, -s(:^)r (ar« + 6s« = Ä); 48) 

in dieser Schreibweise soll angedeutet sein, dass die Sum- 
men jeweilen zu erstrecken sind über alle positiven unge- 
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roden Zahlen r, welche^ zusammen mit einer positiven oder 
negativen Zahl 5*), die ganzzahligen Lösungen der beige- 
fügten quadratischen Gleichung sind. Dabei ist k als Ent- 
wickeluDgsexponent von bestimmter Gestalt modulo 8. 
Die k (im Sinne der ZahUntheorie) darstellende quadror 
tische Form negativem* Determinante kommt unmittelbar auf 
die Formel der Determinanten — 1 und — 2 zurück. 

Zur Definition der ^x^pik) erhält man aus 14) fol- 
gende Tabelle: 

^ii3('^) = 2-^(y) r 2(r«+s«)=fc=2 mod. 8 



2{r^+8^)=k=4 



-1 



^2.2(k) = r22{'-^)r 



2r^'+8^=k=3 



h—2 






und etwas abweichend, 

fc-r« 



r*4-2s*=fc=l 

2(2r»+s«)=Ä;=6 

r»-f2s*=fe=l 

4(r*+2s*)==&=4 



49) 






(2r)>+s«=Ä;=5 



r*+s*=k=l 



I 



*) Der Summand r ist also für s = einmal, für ±.8^0 
zweimal zu setzen, so dass die ^ifiv(k) für alle Quadrate h un- 
gerade, sonst stets gerade Zahlen sind. 
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Nun ist für jede Gruppe von Integralen in 32) je 

ein Coefficient 4^\, nach 45) zu berechnen. Wählen wir 
A conform einer der Congruenzen w(A+l)^l oder 2 mod. 8 
und setzen zugleich ä' = 1 oder 2 (vgl. 43), so ergeben 
sich als die einfachsten Formeln: 

w~5 mod. 8 riS=y ^„8(2n), croi=y^m(2n); 

yi = *J 0212=^^212 (W), C500=-2"^500(2W), Cjao == p= ^230 (w) J 

= l^ ^i22(2w), Com = p:^ *\)50 ( W ), Oo32=p= ^032 (w) ? 



j "'""Kl 

w=l'. 



50) 



I 



cl"i=4-^...(2«), ci"oi=4-3»'„*(2n). 



2 -^118\— '•/> '-'IU4 2 



Zwischen den zahlentheoretischen Functionen 3*^^^ (fc) 
bestehen aber zahlreiche Wertrelationen. Man findet z. B. 
leicht direct 

^3ii(2n) = (|-)2^,,3(2n).*) 

Relationen zwischen den ^Xfiy (Je) je derselben Integral- 
gruppe liefert namentlich die Verbindung von 45) mit 31). 
So wird z. B. die Tabelle 49) vervollständigt durch die 
Angabe 

^x^Ak)=-{-l) ' 9»i,^(fe). 51) 

Formeln anderer Art entspringen aus 45) mit 43) oder 44), 
z.B. 

^104^ 5^104(2*«) = 23^104 (^w) (feprimzuw). 52) 



*) Es ist ^118 (2 n) dieselbe Summe, welche sich als Sl(n) bei 
Herrn Hurwitz (Gott. Nachr. 1. c.) und bei Herrn Kronecker „Ueber 
quadr. Formen von negat. Determinante^ (Monatsb. d. Berl. Ac. 1875 
p. 225) findet. 



..j 
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Endlich liefert die Vergleichung in der Tabelle 49) un- 
mittelbar Relationen zwischen Coefficienten verschiedener 
Integralgruppen, z. B. 

w=3,?P'5oo(2w)=2r2"?Pii,(n), n=l,%,M=^ozM' 53) 

Mittelst solcher Formeln lässt sich der Nachweis er- 
bringen, dass die Coefficienten 50) für ein gegebenes n dann 
und nur dann zu Null werden, wenn einfach 

fürn=5mod. 8 2(-)r^0 (r«+s«=») 



n=3 2(j)r-=0 {r^+2s''=n) 

n~l 2[~)r=0 (r«+s2=w, r«+2s'=w) 



54) 



§14. 

Zahlentheoretische Kriterien des Transformations- 
grades. 

Ein Vergleich mit 49) lehrt, dass die Summen ^if^^in) 
^^^ ^Xiivi^n) je einer Zeile von 50) sich nach 48) auf 
Darstellungen von n durch Formen je derselben Deter- 
minante beziehen. Eine solche Summe hat aber gemäss 
ihrer Definition 48) den Wert Null, wenn fc überhaupt 
nicht durch die zugehörige Form ar^-\-hs^ darstellbar 
ist. Infolge dieser Bemerkungen ist die Forderung, dass 

n durch die Form , T o j nicht darstellbar sei, hinreichend, 

j .^ r,* A' T /* "^r 113,014 (n) ^ , 

damit für die Integralgruppen ^^^ ^^ ^^^ c\^^ = werde. 

Diese Bedingung der Nicht-DarstellbarJceit ist aber auch 
als notwendig erkannt, wenn nachgewiesen wird, dass nie 

S{^)r =^ sein kann, sobald n durch r^+5* oder r^4-2s^ 

überhaupt darstellbar ist. 
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Unter Voraussetzung dieses Beweises kommen wir 
also einerseits zu einem indirecten Beweis von 54), ander- 
seits, zu dem Satze: Damit die redticibele Correspondenz 
n. Grades volle Schniitpunktsysteme liefere^ ist notwendig 
und hinreichend^ dass 

n=5 mod. 8 nicht durch r^-^s^ \ 

«=3 nicht durch r^+2s* J55) 

w=l weder durch r^+5^ noch durch r*-4-2s*J 

darstellbar ist 

Damit aber die Zahl n durch Formen der Deter- 
minante —l, resp. —2 nicht darstellbar sei, ist notwendig 
und hinreichend, dass sie, nach Absonderung aller quadra- 
tischen Factoren, irgend einen Primfactor der Foim 4Ä+3, 
resp. einen der Formen 8/i4-5, 8/i+7 enthalte. Umge- 
kehrt lässt sich bekanntlich jede Primzahl der Form 
j>*= 47i+l stets und nur auf eine Weise in zwei Quadrate 

!Ph= al-+ hl {aj, ungerade, h gerade), 56) 

jede Primzahl von einer der Formen pjb=8Ä-M, 2)*==8/i-f-3 
ebenso eindeutig in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat 
zerlegen 

¥h=al'\'2hl, 2?&=aib'+2&;' (afc,aifc,fti ungerade, h gerade). 57) 

Betrachten wir nun die Darstellungen zusammenge- 
setzter Zahlen. Sei zuerst n'^=p^p^ ••• P^ das Product 
lauter verschiedener Primzahlen der Form j?fc = 4Ä-f-l; 
stellen wir dann jedes pjc nach 56) dar und bilden 

A + £i= JT(a;fc+M), 58) 

SO finden wir sämmtliche Darstellungen 

w' = 4^ + J5* {A ungerade, B gerade ^0), 59) 



4 
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indem wir bei den h alle Vorzeichenwechsel vornehmen, 
und erhalten so 2^ Zahlenpaare A, B, Dann wird 

J.=JTafc— ^162^8 •••^a+'^i ^2^3 ^4 ^6-'-^itt"'«'«=^<*fci^od.4, 60) 

also sind aUe ^ darstellenden Zahlen A modulo 4 con- 
gruentf und in der Summe aller A zerstören sich die 
sämmtlichen + bk enthaltenden Summanden. Bezeichnet 
man nun den absoluten Wert von A mit r, so sind alle 

A entweder von der Form (— ) r oder — (—)r; somit ist 



2A=-±2(-)r=-2^naj,^0{r^+s^ = n'). 61) 

' I* / X. 1 



Sei ferner w' = jpi . . . p^ p'i . . . j?'^/ das Product lauter 
verschiedener Primzahlen jp^ = 8Ä+ 1, jpi = 8Ä+3, so bil- 
den wir gemäss 57) 



und finden 
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Leicht erkennt man wiederum alle Zahlen A als modulo 4 
congruent und die obige Ueberlegung bei der Summation 
liefert 

2:A==±i:(-)r = 2^^^' na^na^^O (r«+2s«=n'). 63) 

V 

Ist also allgemein »' = Ilpk eine Zahl ohne mehrfache 

Factoren, so kann ^(^)r (^l^gfCn')^*®^'^®^^^ — ^'^^^* 

nie verschwinden, sobald n' überhaupt durch r*+.9* resp. 
r*+25* darstellbar ist. 



64 £• Fiedler, Irrationale Modulargleichungen. 

Die allgemeinste darstellbare Zahl n können wir 
schreiben 

n=-Q^.n*.np^'^' .np^^\ 64) 

wenn, allgemein zu reden, pi und jp* verschiedene dar- 
stellbare, Q ein Product nichtdarstellbarer Primzahlen be- 
deutet. Man erhält alsdann diejenigen Darstellungen 

Tjä" = A^-\-B^y in denen A und B keinen gemeinsamen 

Teiler haben» genau so wie oben, wenn man setzt (N =Norm) 

und die bezügliche Summe der A als 2^* ^IJaklldi Hai . 

ifc=i «=i k=i 

Ausserdem treten analoge Darstellungen auf, deren A und B 
aus jpf, 2?Ä zusammengesetzte gemeinsame Factoren enthal- 
ten. Man verificirt dann leicht, dass, bei geeigneter Vor- 
zeichenbestimmung der Summanden, die Formel gilt 

2:(=^) r=Q2:(^)r.ni2:a%r'. nih'al^Sr") . 66) 

Keiner der Factoren rechts kann Null werden, denn von 
jp'^H-2a' V*'" +...2*^a'^^^ ist dies evident, und für 

p^ H- a p^ + . . . + a folgt es daraus, dass ar^^ nicht 
durch p teilbar sein kann. Da aber Analoges auch für 
die auf die Determinante —2 bezogenen Summen gilt, so 

verschwindet £ (—\r niemals, wenn n durch die zugehörige 

qimdratische Form r* + s* oder r*+2s* Darstellungen 
zulässt 



*) Hier kann auch K^ durch f-2 ersetzt werden. 
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Damit ist aber in der Tat bewiesen, dass die Nicht- 
Darstellbarkeitsbedingung 55) das adäquate Kriterium der 
Schnittsystem-Correspondenzen ist. 

Da dieses Kriterium von den in n quadratisch ent- 
haltenen Factoren k^ überhaupt nicht abhängt, so haben 

alle Grade ^ = w'fc'^ die Eigenschaft, dass ihre reducibe- 

len Correspondenzgruppen gleichzeitig Schnittpunktsysteme 
sind, sobald dieselbe für w' nachgewiesen ist. Nach den 
Ausführungen am Schlüsse von § 9 bewirkt dies unmittel- 
bar, dass dann auch die irreducibelen Correspondenzen aller 

Grade p zugleich Schnittsystem-Correspondenzen sind. Also 

erledigt 55) auch die ursprüngliche Fragestellung voll und 
ganz. 

Infolge des Kriteriums ergeben sich gewisse Anforde- 
rungen an die Art der Zusammensetzung der Transforma- 
tionsgrade n unserer besonderen Classe aus Primfactoren, 
Es sei durch^ die Congruenz 

n' = r . 3\ 5^ r mod. 8 67) 

angedeutet, dass w, nach Weglassung aller geraden Po- 
tenzen von Factoren, resp. a, 6, c, d verschiedene Prim- 
factoren von den bezüglichen Formen 8ä + 1, 3, 5, 7 ent- 
halte. Soll n selbst modulo 8 von bestimmter Form sein, 
so unterliegen diese Anzahlen gewissen Bedingungen, näm- 
lich den Congruenzen 

w = 7 mod. 8 b = c=\=d mod. 2 

n = 5 d = & e|5 c 

n = 3 c = dE|E& 

w = 1 b=: c^d 



68) 



Ferner istiVteilbardurch2^"^^ "^^"^^ , also verlangt n 43) 

a + 2b+c + Sd>2. 69) 
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Anderseits wird aber 55) erst erfüllt, wenn wir neben 
den Congruenzen 68) die Ungleichheiten verlangen 

beiw = 5; n = 3; w~l 1 

h-hd>0;c + d>0', b + d>0, c + d>0.\ ^ 

In der Tat fiichern aber 68) und 70) die Erfüllung von 
69), ja es ist alsdann sogar 

fürn=3mod.8,iV^=0mod.l6; n=lmod.4,iV'=0mod.32. 71) 

Somit ist das Resultat: Schnittsystem-Correspondenzen 
16, Stufe gehören zu allen solchen Transformationsgraden w, 
deren Zerlegungen in Primfactoren den Bedingungen 70) 
genügen. Dazu, da bei d > stets jene erfüllt sind, das 
Corollar: Allen Transformationsgraden n, welche von der 
Form 8fo + 7 sind, oder doch einen nicht quadratisch 
vorkommenden Primfactor dieser Form besitzen, entspre- 
chen Schnittsystem-Gorrespondenzen. 

Eine parallel laufende Ueberlegung gibt das Resultat 
von Herrn Hurwitz: Bei der 8. Stufe hängt die Existenz 
einer Schnittsystem-Correspondem an dem Auftreten eines 
nicht quadratischen Factors 4Ä + 8 in n. 



IV. Capitel. 
Algebraischer Character der Schnittsystem-Correspondenz. 



§15. 
Normalform der Gorrespondenzgleichung. 

Es bleibt noch das rein algebraische Problem, den 
wesenilicheny formalen Character der Gleichung einer Mo- 
dularcorrespondenz, welche den Kriterien des vorigen Ca- 
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pitds genügiy herzuleiten. Einige Betrachtungen über Glei- 
chungen von Schnittsystem-Correspondenzen im allgemeinen 
müssen dem mehrfach postulirten Beweis der Existenz 
einer äquidimensionalen Gleichung und gewisser Inva- 
rianten-Eigenschaften derselben vorangehen. 

Es sei eine bitemäre Form gegeben, m. Dimension in 
den a?„ r. in den t/i 

- — pVx' Q a T q' g' t' ^. 

f=^SSa^^j, XiX2Xsyiy2t/3, > 1) 

so dass alle Tenne vorkommen können, für die Q-\-0+T=m, 
^' + <y' + T'=r. Auf der Grundcurve, deren Gleichung 
wir in den beiden Formen schreiben wollen 

definirt / = mittelst der Correspondenzcurven m. und r. 
Ordnung (vgl. § 9) eine (8m, 8r)-deutige Schnittsystem- 
Correspondenz. Eine und dieselbe Zuordnung auf der 
Grundcurve kann aber sehr wol durch verschiedene biter- 
näre Gleichungen derselben Dimensionen /= 0, /' = 0, ... 
ausgedrückt sein, welche in der Ebene durchaus verschie- 
dene Gebilde bestimmen. Dies findet offenbar dann und 
nur dann statt, wenn die Correspondenzcurven gleicher 
Ordnung, die in / = 0, /' = . . . demselben Punkte der 
Grundcurve entsprechen, ihre Schnittpunkte mit der Grund- 
curve zu gemeinsamen Punkten haben, also, wenn die 
Formen/,/'... vermöge der Gleichungen jP=0, <P=0 
identisch gemacht werden können. 

Evident ist, dass die durch / = deßnirte Correspon- 
dem auch dargestellt wird durch alle Gleichungen der Form 

f=^kf+ZOj,^F^^ = 0, 3) 
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wenn die G;^^ beliebige ganze Functionen der Dimensionen 
m — 8A in a?,-, r — S/tt in ^/< bedeuten. Prägnanter wird das 
Wesentliche dieser Beziehung der Formen /, /' durch die 
Congruenz gegeben 

/' = fe/modd.J?; ^. 4) 

Umgekehrt sind aber auch alle Gleichungen einer gegebenen 
Schnittsystem-Correspondenz unter den modulis F, O con- 
gruenten Formen enthalten. Zum Beweise bringe man 
zuerst jede Form 1) vermöge 2) auf eine eindeutig be- 
stimmte Normalform. 

Nach einem elementaren Satze der Algebra können 
wir, wenn wir in jeder Reihe eine Variabele bevorzugen, 
vermöge 2) offenbar jede Form / in eine solche verwan- 
deln, welche in den bevorzugten Variabelen nur noch bis 
zum 7. Grade ansteigt. Zeichnen wir a?2,2/2 ^»us und be- 
halten uns vor, ccg, y^ jederzeit constant gesetzt zu denken, 
so erreichen wir, dass 

wo A + fi+v = m, A' + ^'-fv'=r, ^<8, fi'<8. J 
Denn wir brauchen nur (ö>8) die einfach-temäre Identität 

Q a t 9+8 a-8 r q <y-8 r+8 q <j-8 ^ tjt ß\ 

wiederholt auf beide Reihen der Terme von / als Recur- 
sionsformel anzuwenden, um eine Identität zu finden der 
Form 

f^g + EG^^F"^, 7) 

wo g in x^ und in y^ höchstens vom 7. Grade ist. 

Diese Form g soll als Norm^lform von f bezeichnet 
werden. Sie ist zu/ eindeutig bestimmt, wenn stets nach 
^2 1 2/2 reducirt werden soll. Aus der Definition der Irre- 
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ducibilität folgt, dass in g alle Producte x^ x^ xl, in denen 
fi< 8, als linear unabhängige Veränderliche zu betrachten 
sind. Denn, angenommen, es bestehe für alle x^ eine Re- 
lation 

ZEci^^ Xj x^ xl = 8) 

und unter x^ werde die durch F^ definirte algebraische 
Function von x^ verstanden, so muss identisch 

^cipiv^i ^8 = 0, /. C;t^v= sein. 9) 

Selbstverständlich sind dann auch die sämmtlichen Terme 
von g linear unabhängig. Daher können zu einer Form / 
nicht mehrere Normalformen gehören, die nicht im ge- 
wöhnlichen Sinn identisch wären. 

Somit stellen auch zwei biternäre Formen /, /' der 
Dimensionen (m, r), gleich Null gesetzt, dann und nur 
dann auf der Orundcurve dieselbe (Sm, 8r)'deutige Cotre- 
spondenz dar, wenn ihre Norm^lformen g, g* bis auf eilten 
Constanten Factor übereinstimmen, d. h. wenn die Identität 

besteht 

g = kg\ 10) 

oder sich Functionen O^^^, Q\^ so finden lassen, dass 
identisch 

/— EGj,^ F^O^=^k (/' - 2:G\^ y ^}. 11) 

Damit ist aber die ümkehrung p. 68 bewiesen. 

Als CoroUar bemerke man: Die Gleichung einer 
(Sm, 8 r)- deutigen Schnittsystem -Correspondenz auf der 
Grundcurve ist, wenn w < 8, r < 8, eindeutig bestimmt. 

Hinwiederum ist es einleuchtend, dass der Beweisgang 
in Kraft bleibt, wenn wir zwei beliebige irreducibele Grund- 
formen F und annehmen. Damit kommen wir zu einem 
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allgemeineren Satz über bitemäre Formen, welcher, allge- 
mein zu reden, das Analogen ist zu einem Specialfall des 
Kronecker-Nofher' sehen Fundamentalmtzes der ternären 
Algebra, des Inhaltes: AlleCurvenw.Ordnung/=0^'=0,..., 
welche durch die Schnittpunkte einer solchen / = mit 
einer, Grundcurve s. Ordnung ^=0 gehen, sind, voraus- 
gesetzt dass jene Schnittpunkte keine vielfachen Punkte 
sind, in der Gleichungsform enthalten 

/' = fe/+öJ'=0, 12) 

wo O eine ganze Function m—s, Dimension ist. 

§16. 
Die äqnidimensionale Gleichung der Gorrespondenz» 

Für eine (8 m, 8w)-deutigeModularcorrespondenzseien 
die Schnittsystem-Kriterien des § 14 erfüllt. Dann exi« 
stirt nach § 9 eine Gleichung /= , welche ein System 
von Correspondenzcurven m. Ordnung darstellt, die von 
Parametern Xi algebraisch abhängen. Da zu jedem x^:x^\x^ 
nur eine Gruppe von Punkten {y) gehört, bildet man so- 
fort eine Gleichung, welche die Parameter rational ent- 
hält. Ebenso existirt eine Gleichung m. Dimension in a?.- 
und rational in 2/<. Beide Gleichungen zusammen rei- 
chen sicher zur vollständigen Definition der Correspondenz 
aus, sofern man aus der ersten zu den Xi die y,, aus der 
zweiten zu den y,- die Xi bestimmt. Daher können wir auch 
von einem gemeinsamen Nenner absehen und die Defini- 
tionsgleichung eii schreiben 

in T T 'm 

/(a;i,iC2,a;3; 2/1,2/2,2/3) = 0,/'(a;i, 0^2, a;3;yi,2/„y3) = 0, 13) 

wo /,/' ganze Functionen der beigesetzten Dimensionen 
seien. 
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Nun .werde die Form /, unter der Voraussetzung 
xl = yl= -^ 1, auf die Normalform g des vorigen Para- 
graphen gebracht und damit allen linearen Abhängigkeiten 
der Variabelen vermöge J' = 0, ^ ==;: Rechnung getragen. 
Zugleich mit/=0 bestehen auch alle Gleichungen, welche 
aus ihr dadurch entspringen, dass man die Variabelen 
den simultanen Substitutionen der Gruppe F unterwirft, 
da/=0 eine Identität in a> ist. Führen wir insbesondere 
die 64 simultanen e-Multiplicationen (II 36) aus, so haben 
alle resultirenden Formen /i,/2,.../64 die Normalform. 
Bilden wir das Product derselben 

i=l X=0/A=0 

SO ist dasselbe eine ganze Function 8 m. Grades inr»?=x^ 
8 r. Grades in y\ = A^ Denn das innere Product für ein 
festes X ist, als symmetrische Function der conjugirten 
Werte der ganzen, algebraischen Functionen x^, y^ von 
a?i, 2/i, eine ganze Function von a??, y\\ auf die Glieder 

mit 6 a?! , £^ 2/i , welche sie ausserdem enthält, bezieht sich 
ebenso das äussere Product. 

Nun ist die gewöhnliche Modulargleichung zwischen 

Jf(x2,A2) = 15) 

bekanntlich irreducibel und sowol in x^ als in A* vom 
Grade iV== 8 m. Die Gleichung iT/< = hat aber, nach 
der Definition der Modularcorrespondenz /= 0, für jedes 
X^ = y\ 8m Wurzeln tc^ = xl mit der Modulargleichung 
jjf = gemein. Daher ist r > m, und das Product Ilfi, 
als vom 8r. Orade in X^, kann nur gleich M sein^ multi- 
plidrt mit einem nur von X^ abhängigen rationalen Factor 
8 (r — m), Grades 

nf, = B{X^) M{A ^^) . 16) 
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Nun verschwindet aber R für 8 {r—m) Werte von 
^^ = y 1 1 sagen wir für t/i = y?\ unabhängig von a;?. Also 
muss auch ein Factor /< für ein yf und ein zugehöriges 
2/?'*^ unabhängig von a?i, x^ verschwinden. Entsprechendes 
gilt infolge der Gleichberechtigung der Factoren für jedes 
/<, so dass jedes für r—m Werte yi*^ unabhängig von Xi, Xi 
zu Null werden muss. Soll aber eine Normalform dergestalt 
verschwinden, so müssen nach 9) die Coefficienten aller 

Potenzen xi X2^ d. h. gewisse Functionen jI^x/i r. Dimension 
der j/i gleichzeitig für j/i\ y?'*^ verschwinden* Nun haben 
diese Gleichungen tlfj^^ = für einen Wert y? ein gemein- 
sames Wurzelpaar yi\ j/i'^\ also haben sie alle zu jenem 
yi^ gehörigen Wurzeln der irreducibelen Gleichung ^=0 
gemeinsam. Somit haben die durch ^;^^ = dargestellten 
Curven r. Ordnung (r-— m)mal 8 Punkte je in gerader 
Linie unter einander und mit der Grundcurve gemein. 
Daher können die sämmtlichen Schnittpunkte von ^l^ifj^^O 
mit = durch r — m Gerade %* = und eine Curve 
m. Ordnung (px^^ = ausgeschnitten werden, und zwar 
bilden wir die Gleichung der so zerfallenden Curve r. Ord- 
nung nach dem Fundamentalsatz p. 70 in der Form 



» — «f. 



Zerfallen also die '^^^ nicht schon selbst in dieser Weise, 
so führen wir durch 17) die zerfallenden rlf 'm ^i^f o^^^^ 
[nach 3)] die Correspondenz selbst zu ändern. An Stelle 
von /< = kann so immer eine Gleichung f^^ = gebildet 
werden, welche sich entsprechend 16) in einen unwesent- 
lichen, von Xi unabhängigen Factor r—m. Grades 11%^, und 
einen wesentlichen irreducibelen Factor spaltet, der sowol 
in Xi als in y< von der m. Dimension ist, und also, gleich 
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Null gesetzt, die (8m, 8m) -deutige Correspondenz schon 
für sich völlig definirt. 

Demnach ist eine modidare Schnittsystem-Correspori' 
denz stets durch eine einzige äqnidimensionale Gleichung 
zkJüischen Xiyt/i rein d^nirbar. 

Zu den Tratisformationsgraden der besonderen Classe 
16. Stufe des § 14 und nur zu diesen gehören Modularglei' 
chut<genM(7c^i ^^)=0, deren linke Seiten sich in 64 Factor en 

/(K*x, yw\ y X, fx*) des Grades yj resp, gemäss demSchluss- 

satz über die 8. Stufe, in 16 Factor en fiyi, K^; ^7, YT') 

N 
des Grades —^ spalten lassen. 

Ausser der so umgrenzten ^ ausgezeichneten Classe gibt 
es keine anderen irrationalen Modulargleichungen der ge- 
wöhnlichen Modulsysteme fü, Y~yi' und K^, Kv, welchcy 
nur im Verein mit x* -f- x'* = 1, die eigentlichen Modtdar- 
gleichungen völlig zu ersetzen im stände wären. Jede nicht 
zur Classe gehörige irrationale Modulargleichung derselben 
Moduln stellt die einander durch die Transformation zu- 
geordneten Modulpaare nur zugleich mit Wurzelpaaren 
dar, die dem Problem fremd sind. 



§17. 
Invarianz der Correspondenzgleichung. 

Die allgemeine, biteniäre, äqnidimensionale Form 

m. Ordnung enthält ( ^ '^ 1 Terme. Handelt es 

sich also um Aufstellung der Gleichung der Schnittsystem- 
Correspondenz m. Ordnung, so drängt die sehr rasch wach- 
sende Gliederzahl die Frage auf, ob und wie dieselbe durch 
die Erkenntnis reducirt werden kann, dass gewisse Glieder 
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von vornherein gar nicht oder nur in bestimmten Ver- 
bindungen auftreten. 

Im doppelt-binären Gebiet, welchem die gewöhnlichen 
Modulargleichungen zwischen x^ k^ angehören, ist diese 
Fragestellung von bekanntem Nutzen. Ueberhaupt kann 

bei dem Transformationsprohlem eines Hauptmoduls Jf=— , 

Jlf = ~ unmittelbar die Invarianz der Gleichung bei den 

simultanen Substitutionen der Variabelenpaare x^^x^] Vt^Vi 
postulirt werden^ weil die Variabelen unabhängig sind. 
Sicher ist daher die lineare Invariantentheorie bei der 
Bildung jener Gleichungen mit Vorteil anzuwenden. *) 

Aehnliche Eigenschaften werden nun auch den Glei- 
chungen der Modularcorresfondenzen zukommen, wie Herr 
Klein in der mehrfach citirten Programmnote bemerkt 
Indessen kann keineswegs von vornherein angenommen 
werden, dass diese biternären Gleichungen bei den simul- 
tanen Substitutionen der Correspondenzen in sich im Sinne 
der ternären Invariantentheorie ungeändert bleiben, da die 
Moduln eines vollen Systems eben nicht unabhängig va- 
riabel sind. Zunächst ist nur einleuchtend (p. 71), dass, 
wenn / = die Definitionsgleichung ist, auch 

f{S{Xi,Xt,Xt)y S (y„ y^, y^)) = 18) 

mit /= auf der Grundcurve, d. h. vermöge F=0, 0=0 
tatsächlich, wenn auch nicht notwendig formal, überein- 
stimmt. Dagegen bleibt zu untersuchen , ob die Form f 
so gewählt werden kann, dass sie bei den Substitutionen 
der Correspondenz in sich bis aufconstante Factor en formal, 
d. h. auch im Gebiete unabhängiger Variabelen Xi, xfi, un- 
veränderlich ist 



*) Vgl. Ber. d. sächs. Ges. d. W. 1885, p. 79, II. Teil der cit Note. 
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Die biternäre Form f soll eine Simultaninvariante 
der Correspondenz heissen, wenn sie sich hei den erzeugen- 
den simultanen Stibstitutionen II 36) der Omppe F und 
heim Reihenwechsel II 37) nur um einen constanten Factor 
ändert. Dieser Factor wird sich infolge der Periodicität 
der Substitutionen zudem als Eins erweisen. 

Der Beweis, dass die Correspondenzgleichung in der 
Tat stets formal invariant gewählt werden kann, zerfällt, 
je nachdem m < 8 oder m > 8, in zwei Teile. Jede Mo- 
dularcorrespondenzf=0 einer Ordnung m<8 muss durch 
das Verschwinden einer Simultaninvariante dargestellt sein. 
Denn geht / durch eine lineare Substitution in /' über, 
so hat sowol / als /' schon die Normalform, also stellen 
/= 0, /' = nach 10) nur dann dieselbe Correspondenz 
dar, wenn /,/' bis auf einen constanten Factor identisch 
sind (vgl. das CoroUar p. 69). 

Ist aher m'>8f so kann die Correspondenzgleichung 
stets durch eine verschwindende Simultaninvariante ersetzt 
werden (vgl. § 15). Sei nämlich die gegebene Form /nach 
7) auf die Normalform g gebracht. Durch Anwendung einer 
iterirten periodischen Substitution S, S^, ... mögen die 
Functionen /, g, Oxfi, Sxfi successive übergehen in /i , 5^1 , 
Gfl, R%\ f,,g,, 0%, fif^; ... Hier ist aber z. B. g, die 
Normalform von /^ in Bezug auf S(x^\ 8(1/2), ^^s^ i^i 
allgemeinen verschieden von der Normalform ^' von/i in 
Bezug auf x^^y^, und zwar hat die Differenz die Form 

g,-^g'^EHxf,F^O\ 19) 

so dass 

A^g' + Sidll + H^) f' ^. 20) 

Sollen nun /= 0, / = 0, ... dieselbe Correspondenz dar- 
stellen, so müssen nach 11) die Identitäten bestehen 
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/, -SOZ F'0' = k[f,-Z(GZ + K )^'< 21) 

u. s. w. bis zu 

wenn h die Periode der Substitution S war. Weiter folgt 

aber aus 19) leicht das Bestehen der Identität 

# 

ZiH,^ + ff '»+... + ff i*;») f'^^^O, 22) 

und aus der Combination derselben mit 21) fliesst fe=l. 
War nun f bei der Substitution der Periode h nicht 
formal invariant^ so können wir eine Fornty die diese Inva- 
rianteneigenschaft gegenüber S besitzt, bilden als 

/=/-2;{ö,^4(ff;;+2ffi>...+(Ä-i)ff;;;")}i?'V,2s) 

denn man überzeugt sich nach 21) sofort, dass wegen 22) 
/'=/! = ... =/i_i. Nun kommen aber nur S*, T, ü, P 
von den bezüglichen Perioden 8, 2, 3, 4 in Betracht. So- 
mit werden wir successive aus / eine Form /' bilden, 
welche bei T, aus /' eine /", welche auch bei U, aus/" 
eine /'", die ausserdem noch bei S * invariant ist ; endlich 
stellt man auf übereinstimmende Weise auch Invarianz 
her beim Reihenwechsel P, welcher die Periode 2 oder 4 

hat, je nachdem i—\ = + 1. 

Somit ist die Correspondenz stets durch das Nullsetzen 
einer Simultaninvariante zu deßniren, nur ist diese letztere 
nicht etwa eindeutig bestimmt. 

Damit ist die wirkliche Bildung der Gleichungen als 
die Bildung von Simultaninvarianten der ternären Inva- 
riantentheorie erschlossen. Nun wollen wir aber Formen 



i 
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bilden, welche bei Substitutionen einer endlichen Gruppe 
formal ungeändert bleiben, wenn die Variabelen jeder 
Reihe gleichzeitig bestimmten verschiedenen Substitutionen 
unterworfen werden; die gewöhnliche Invariantentheorie 
dagegen sucht covariante Formen, deren Beziehungen. zu 
gegebenen Formen unveränderlich sind, wenn die Variabelen 
aller Reihen cogredient oder contragredient sind (p. 39), 
aber beliebig linear substitutirt werden. Wie schon die 
obige Definition der Simtdtaninvariante von dem allgemein 
nen Covariantenbegriff wesentlich verschieden ist, so ist 
überhaupt der Character der obigen beiden Aufgaben ein 
principiell verschiedener. Ob die Uebereinstimmung der 
Gebiete der beiden Invarianten -Definitionen über einige 
evidente Fälle hinausgeht, bleibt deshalb von Fall zu Fall 
besonders zu untersuchen. Bei dem einfachen Character 
der Gruppe F ist es daher angezeigt, für den algebraischen 
Aufbau nicht der Invariantentheorie analoge Processe 
nachzubilden, sondern ein speciell angepasstes, directes 
Verfahren zu suchen. 



§18. 
Die Simnltaninvarianten der GorrespondeiiB. 

Wir bilden direct die allgemeinste biternäre Form /, 
welche bei Transposition, Verschiebung, £-Multiplication 
und Reihenwechsel bis auf einen numerischen Factor formal 
invariant ist. Dieselbe ist wegen der Invarianz bei P 
[II 37)] äquidimensional, sagen wir m. Ordnung. Sei 





Xi X% Xi 


—1 


^yx 


y% yz 


— 1 


X^ Xi Xi 


y^ 


yi yz 


+1 


X% Xs Xi 


-fl 


,^« 


yz yi 


—1 


«* Xi sx^ f fl?8 

n— 1 


—1 


«'"yi 


n— 1 


0-1 


yi(|-)y2 8 ' ya 





(i)-. 


Xi 6 ^ iTa > 



24) 



78 £• Fiedler, Irrationale Modulargleichungen. 

eine tabellarische Zusammenstellung obiger Operationen, 
wobei gewisse gemeinsame Factoren abgesondert sind, 
die in / nur den Factor 1 ergeben. 

Ist nun ein beliebiger Term der Form / 

.ttW a ß y a ß y ] 

^aßY = ^1 ^s ^\ Vx y% Vz » I 25) 

WO a+|5+y=a'+jS'-f y'=wi (wie im folgenden stets),] 

so muss/auch die sämmtlichen Terme enthalten, welche 

bei 24) aus t^^y entstehen. Nun entspringen 6 Terme 
aus den Vertauschungen T und Verschiebungen ü der 
Variabelenpaare a;<, y*, 6 weitere durch den Reihenwechsel 
P, aber keine neuen durch S^. Also ist f ein lineares 
Aggregat von zwölf gliedrigen Summen, dessen Coefficienten 
durch die Substitutionen nicht bestimmbar sind. Wir be- 
trachten daher ferner nur noch solche Summen, deren 
12 Terme offenbar einen gemeinsamen Typus haben und 
die daher typische Invarianten heissen mögen. 
Sie lauten allgemein 

I = 2a„ßy t^ßy + ^a'aßyt^^ßy , 26) 

summirt über alle Permutationen der Exponentenpaare 
«, «'; j5, ß'; y, y'. Führt man T und ü aus, so bedingen 
T* = l, ü* = l die Coefficientenrelationen 

^aßy — ^ßay » ^aßy — ^ßya — ^yaß 

^aßy ~ ^ßay i ^aßy — ^ßya = ^yaß- 

a'ß'v' 

Nun möge das Zeichen Z^^ßy eingeführt werden für die 
cyclisehe Stimme 



^aßy —^^ttßy > ^o) 

in der nur über die cyclischen Verschiebungen der Ex- 
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ponentenpaare summirt wird. Alsdann sind nach 27) nur 
die Ausdrücke möglich 

\=2f^^^-^alf:,?}.^., oder \ = kt^'' + aK%. , 29) 
wenn 

und a der, noch allein zu bestimmende, numerische Coeffi- 
cient ist. 

Weil ferner bei S* alle Terme sich mit derselben 
Einheits Wurzel multipliciren müssen, so unterliegen die 
Exponenten neben 25) den Congruenzen 

=3m(w-l-l)mod. 8 J ^ 

oder 

(n— l)(a— «0=0, ...; a— l3+n(a'— ßO=0,...mod. 8. 32) 

Dann ändert sich aber I bei S* überhaupt nicht, d. h. es 
tritt der Factor 1 vor. Endlich verlangt der Reihenwechsel 

«" = ((!-) ^"T''=i- 33) 

Demnach haben wir vier Arten typischer Invarianten 
zu unterscheiden: 

vollkommene^) oder symmetrische Invarianten ^aßY~^^a'ßyi 
welche sich bei den Substitutionen 24) gar nicht ändern; 

alternirende Invarianten l^aßy'^^tt'ßy^ 
welche nur bei der Transposition einen Zeichenwechsel 
erleiden ; 

wechselnde ,. , Invarianten T*'^^ ^a'ßy 



alternirende A „^y — l^a'ßy 

welche ihr Vorzeichen noch beim Reihenwechsel ändern. 



^) Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder p. 198. 
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Die allgemeine Form f kann sich nur aus lyrischen 
Invarianten derselben Art zusammensetzen. Ist die Art 
bestimmt y so kennzeichnet jedes Lösungssystem der Con- 
gruenzen 31) eine typische Invariante; zu jedem m gibt es 
eine endliche Anzahl derselben. 

Nun unterliegen aber ausserdem unsere Gleichungen 
/= noch gewissen besonderen Bedingungen. 

Zur Darstellung der modularen Schnittsystem-Corre- 
spondenzen kommen nur vollkommene Simultaninvarianten 
als Formten f in Betracht, so dass die folgenden Para- 
graphen es nur mit solchen zu tun haben werden. Denn 
erwägen wir die beiden Möglichkeiten. 

Erstens kann keine wechselnde Invariante eine irredu- 
cibele Correspondenz darstellen, denn dieselbe verschwindet 
offenbar für Xi = y<; also müsste jede Correspondenz- 
curve durch ihren Pol hindurch gehen, im Widerspruch 
mit p. 41. 

Zweitens kann / nicht alternirend sein, denn eine 
Anwendung von T und P nach einander ergibt 

_n-l «—1 

/(a?2,iCi,a?8; y2.yi,yz)=-f(yu{—)y2, ^^ yz\ [—)xi,x2,t ' xz^jU) 

SO dass /=0 für 2/i = -öX2, 2/2=-ö(— )^i, 2/8 = -ö« ^ x^. 

Danach müsste also /y = stets durch den angegebenen, 
zu {x) homologen Punkt {y) gehen. Von den Parametern 
von {y\ als Repräsentanten einer reinen Transformation 
n. Grades, kann aber nicht allgemein einer mit cd äqui- 
valent sein, wie 34) voraussetzen würde. 

Dazu kommt endlich die Bemerkung, dass nach den 
Resultaten UI 71) Schnittsysteme für w=3 mod. 8 nur 
durch Curven gerader, für n = 1 mod. 4 durch Curven von 
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durch 4 teilbarer Ordnung ausgedrückt werden. Demge- 
mäss ist für unsere invarianten CojTespondenzgleichungen: 

m(n + l) = mod. 8, 35) 

oder an Stelle von 31) treten die specielleren Congmenz- 
bedingungen 

a+n.'^ß^nß' = y+ny'^0^^^^^^^ 36) 
a'+na = ß'-\-nß = y+ny = J ^ 



§19. 
Beductionsprincipien für die Invarianten. 

Unter den vollkommenen typischen Simultaninvarianten 
gibt es zunächst solche, welche eigentlich nur einfachtemär 
sind, insofern sie die Variabelen beider Reihen nur in 
gewissen Verbindungen enthalten. Setzen wir weiterhin 

Xiyj, = Zik 37) 

so sind in dieser Hinsicht insbesondere die ternären For- 
men der Variabelen ^j, S22» ^33 ausgezeichnet, in denen 
also a = «', ß = ß\ y = y\ In solchen, nur noch sechs- 
gliedrigen, typischen Invarianten unterliegen die Expo- 
nenten den Congruenzbedingungen, 

(w + l)a = (w+l)ß = (w+l)y = Omod. 8. 38) 

Diese sind aber im J. Hauptfall n^7 mod. 8 identisch erfüllt, 
verlangen im U. Hauptfall w=3 mod. 8a,|3,ygerade,und 
endlich im IIL Hauptfall w=l mod. 4«, j5,y durch 4 teil- 
bar, sodass gegenüber den Variabelen Zu von I unter n 
eigentlich ä«, unter III z^ als Variabele zu nehmen sind. 
Diese einfachternären Invarianten sind lediglich die 
gewöhnlichen symmetrischen Functionen dreier Variabelen, 

^ornit ganze ganzzahlige Functionen von drei elementaren 

6 
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symmetrischen Formen, oder von drei Mementarinvarianten, 
nämlich in den 3 HauptföUen von 

L n = 7 mod. 8 Zi = 2n-:t-Zf2 + z^, \ 

Zi2 — Zu Z22 -T" ^2 Z33 -f- 2'33 Zu , Zs — Zu Zu 2J33, j 

II. n = 3 mod. 8 Zi = Zu + «w + zl^. \ 

40) 



} 



^2 — Zu Z22 "T" ^2 Zz% + 2?83 All, «^8 — Zu Z22 Zz3 ] 

III n = l mod. 4 Zl' = zii + Zn + 2^3*3, I 

^2 = Zu Z22 + Ä22 2^88 "T" Zzi Zuy ^Z = Zu Z23 2^88 • I 

Hieran knüpft sich unmittelbar ein Reductionsprincip 
für alle Formen der Variabelen Zu (resp. 2;«, 2:«). Denn 
nach einem bekannten algebraischen Satz lässt sich jede 
ganze homogene Function dreier Variabelen auf eine sechs- 
gliedrige specielle Function derselben reduciren, deren 
Terme eine Variabele gar nicht, eine zweite nicht oder 
nur in erster und die dritte höchstens in zweiter Potenz 
enthalten, deren Goefficienten aber ganze Functionen der 
elementaren symmetrischen Functionen sind. Also können 
mry wenn wir eine bestimmte Reihenfolge der Variabelen 
festsetzen, jede Form f(zu, z^j W eindeutig ersetzen durcfi 
ein Aggregat der Terme 

z^zl (fi = 0,l; i;=0,l,2), 42) 

midtiplicirt in ganze Functionen von Zx,Zi,Zz, Dasselbe 
gilt im II. und III. Fall, wenn Za und Zi ersetzt werden 
durch Zii, Z'i, resp. Zu, Z'i. 

Nun ist die allgemeine typische Invariante I durch 
ihre drei Exponentenpaare characterisirt, deren Grössen- 
verhältnis fest so angenommen werde, dass 

« — a' = a > 0, |J — |J' = 6 > 0, / — y = a + &. 43) 

Vereinigen wir dann noch je entsprechende Glieder in den 
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beiden Wechsel -symmetrischen Summen 2^ßy, 2^*ßy von 
p. 79, so können wir, unter Fixirung eines bestimmten 
Anfangsgliedes, schreiben 

I = -2 ^11 ^j 2;„ (zi3 2fM + 218*1 zii). 44) 

In jedem Term werden wir einen ersten, ternären Factor 
und einen zweiten, Klammerfactor unterscheiden, und 
jeden derselben für sich allein reduciren. 

Zuerst wenden wir ein aus den Umformungen mittelst 
der Gleichungen jP=0, * = entspringendes Reductions- 
princip auf den Klammerfactor an. Multipliciren wir den- 
selben mit der symmetrischen Invariante 

b ^^ ^11 "l ^22 "T" 2^88 

in den vermöge 2) gleichbedeutenden Formen 

g = 2 z!^ - (zh + zh) = 2zS, -^ (zl, + zl), 45) 
so erhalten wir, .wZaw^re a, 6 > 16, die Recursionsformeln 

V^l3^28'T~^81^82) = V.^^ll~~b)\^i82!28 "T"».0"~^22^88(^18^ "T""»«») 1 

= (2 Zgq—^) [Ziz ^28H~««0~^11 ^88 (2^18 Ä28"l •••)•/ 

Es sind dies Identitäten modulis F, O^ welche an Stelle 
des gegebenen Klammerfactors zwei andere einführen, in 
denen die Exponenten a und b durch um Vielfache von 
8 kleinere vertreten sind, multiplicirt in gewisse Potenzen 
von zfi. Offenbar genügt es, diese Recursion je an dem 
Anfangsglied durchzuführen. 
Setzen wir noch 

a == 8p + r, 6 = 8<y + 5, r < 8, s < 8, 47) 

so wird durch wiederholte Anwendung der Formeln 46) 
die gegebene Klammer schliesslich ersetzt durch ein Aggre- 
gat solcher, in welchen r, s die ursprünglichen, 9, aber 
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nur die Werte besitzen 1, 1; 1, 0: 0, 1 ; 0, 0; jede Klam- 
mer ist moltiplicirt in eine ganze Function der a«, deren 
Dimension, der Abnahme t<hi a. b mitsprechend, wächst. In 
anal<^er Weise sind aber noch Klammerfactoren mit Q,e<\ 
anf solche mit q = ö=0 zorückzofähren. Für p = tf = 1 
geht die Formel 46^ weiter aber in 

und farp=0, 6=L — ganz analog anch für p=l, 6=0, — 

Toninsgesetzt, dass nicht nur n ^ < 8, sondern anch r-i-s < 8; 
fibr r-r-s>S würde statt 49) eine mit 48) ganz analoge 



Formel eintreten. Es kann aber s(^ar r^-^<8 voraus- 
gesetzt werden, denn, war r^^>$, so fuhrt man durch 

Exponenten 8-r, 8-s. r— »-8 gemäss der Y<Nraussetzung ein. 
Dass die in den drei letzten Formeln eingefilhrten Elam- 
meni einen andern Index auszeichnen als die gegebene, 
ist bei der Umformung einer symmetrischoi Summe irre- 
leTanL 

Somit ist I gleich einem Aggregat Ton luYarianten 
folg^ider Beschaffenheit: die Klammerfacioren en&altefi 
statt Ay b nur Exfon€ntak r, s, die der Unglekhheit ge- 
nHfj€H 0<r<5<r-^s<8 und nadt Sj utnl er. 50) aus a, l 
gebildet sind: an Stelle des teniären Factors steht je eine 
ganze Function der z», Z. Hier sind die Klammer&ctoren 
offenbar durch keinerlei Recursion mehr zu Tereinfachen; 
dageg« tritt nun fiotr den temären Factor das erste Re- 
ductionsprincip in Kraft, nach welchem f&r denselben nur 
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die 6 Formen 42) zu berücksichtigen sind, falls man multi- 
plicirende Functionen der Zi absondert. 

Demgemäss stellen sich als reducirte Formen der ty- 
pischen Invarianten im I. Hßiiptfall dar 

^44(44+44) (f*<l; v<^\ 0<r<s<r+s<8). 51) 

Beim IL Hauptfall ist zu bedenken, dass im ternären 
Factor nur die Functionen der 0« nach dem ersten Princip 
reducirt werden, also noch eventuell Zu, ^22, 2^33 als Fac- 
to ren hinzutreten können; daher bleibt 

WO ausser denselben Bedingungen wie in 51) noch p, ö,r<2. 
Endlich gilt Analoges im IIL HauptfaU für die Variabelen 
zti und vortretende niedrigere Potenzen von Zu, so dass 
mit 9, ö, r < 4 die reducirten Formen lauten 

^^n ^22 ^33 (^13 ^28 "I" ^81 ^82) • ^^) 

Die Zahl der reducirten Formen wird noch dadurch 
ausserordentlich eingeschränkt, dass die Exponenten r,5,^,ö,r 
ausser an die angegebenen Ungleichheiten an die Con- 
gruenzen 36) gebunden sind, welche übergehen in 

r^(w+l)9, 5 = (n+l)<y, r + 5 = 0^4-1)'^ niod. 8. 54) 

§20. 

Das volle System der Simnltaninvarianten. 

Das Ziel dieser invariantentheoretischen Untersuchung 
istj das volle System fundamentaler SimuUaninvarianten, 
d. h. derjenigen typischen Invarianten anzugehen^ durch 
welche sich alle übrigen als ganze Functionen mit ganzzahligen 
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Coeffimnten ausdrücken lassen. Nachdem im vorigen Para- 
graphen eine endliche Anzahl reducirter Formen gefunden 
worden ist, sind offenbar nur noch die linear unabhängigen 
aus ihnen herauszugreifen. In dem vorliegenden Problem 
ist es in der Tat auch zweckmässig, die Untersuchung 
von vornherein auf das Gebiet der äquidimensionalen In- 
varianten zu beschränken. Denn, träten Formen verschie- 
dener Dimension in Xi und y< im vollen System auf, so 
könnten sie doch nur in solchen Verbindungen in die Corre- 
spondenzgleichungen eingehen, in denen die Dimensionen 
ausgeglichen sind. 

Im Besitze des vollen Systems können wir die linke 
Seite jeder Correspondenzgleichung , also die allgemeine 
Simultaninvariantem. Ordnung/ ausdrücken als ein lineares 
Aggregat aller Producte, die aus den Fundamentalinm- 
rianten gebildet werden können unter der Voraussetzung^ dass 
die Ordnungssumme der Factoren gleich m ist. In der 
Terminologie der Invariantentheorie heisst ein solches 
Aggregat / eine allgemeine Function vom Gewichte m. 

Ist diese Darstellung von / nur in einer Weise mög- 
lich? Sicher können sich zwei Ausdrücke / und /' der- 
selben Invariante nur in den Coefficienten der Producte 
Constanten Gewichtes unterscheiden. Also kann auch die 
Differenz /' -- hf [vgl. 3] nur dann zugleich mit F, $ 
identisch verschwinden, wenn entweder entsprechende Coeffi- 
cienten in / und /' proportional sind, oder 

f-kf^B 55) 

sich als ganze Function R identisch verschwindender Aggre- 
gate schreiben lässt. Das letztere ist nur dann möglich, 
wenn zwischen den Fundamentalinvarianten Relationen höhe- 
ren Grades bestehen. Solche existiren aber bei 6 Variabelen 



«»■^j -^ 
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notwendig, sobald 6 oder mehr Formen das volle System 
bilden. Ist die Zahl der Fundamentalinvarianten nicht 
< 6, so erfordert die Eindeutigkeit der Darstellung (p. 76) 
weitere Festsetzungen, 

Das volle System der Fundamentalinvarianten kann 
nach 51) — 54) für die drei Hauptfälle sofort gebildet 
werden. 

I. Für w^7 mod. 8 lauten die Congruenzen 36) einfach 

a = a\ ß = ß\ y = y' mod. 8. 56) 

Daher [oder nach 54)] existiren nur reducirte Formen mit 
r = 5 = 0, d. h. nur symmetrische Formen der Za, deren 
fundamentale Formen 39) [vgl. auch 51)] gibt. Für Trans- 
formationsgrade der Form n = 8 ä + 7 besteht das volle 
System lediglich aits den drei Elementarinvarianten 

^n ^2» ^3- 

Ihre volle Unabhängigkeit ist evident, also ist jede Simultan- 
invariante durch sie eindeutig darstellbar *) 

II. Die Congruenzen 56) gelten für w = 3 mod. 8 nur 
modulo 4 genommen, also kann nur [vgl. 54)] r,5,^,ö,r=0 
oder r = s = 4 q = ö = r = l sein. Wenn aber von 
den Zahlen r, 5, r + s irgend zwei gleich sind, so fallen 
zwei der reducirten Formen zusammen, z. B. die Formen 
52) in die von 40) und in 

r^ ^ i^^ ^"^ JU<?^ >^\(>y^ -l-r,''\ 
** ^22 ^8S V*22 *38 —1 *88 *22 / \^23 '» ^32/ 7 

wo die erste Klammer offenbar auf eine ganze Function 
von zlx und Z\ zurückkommt. Daher enthält das volle 
System die 6 Formen 



*) Diese Eindeutigkeit ist mit der Bemerkung des § 17 nicht im 
Widerspruch, denn das zweite Keductionsprincip von § 19 ist kein^ 
Umformung jener früheren Art, 
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Zi, Z2, Zz I ^ 

(4) 2/L 44 f *^') 

-2^^ = C z,, z^ z,, {z^ + zj (A = 0, 1, 2) J 

Die lineare Unahhängigkeit derselben verificirt man 
folgendermassen. Sicher kann Zf^ nicht auf Z'i zurückge- 
führt werden; also fragt sich nur, ob sich Z\*\ Z?^ durch 
Zf, Z'i ausdrücken lassen. Dazu müsste erstens das Aggre- 
gat a ZT + jJ Z[ Zi*^ in Zu ^ allein symmetrisch gemacht 
werdeu können, während doch keine Potenzen von zi vor- 
kommen, die das zu bewirken vermöchten, da solche allein 
eine Umformung durch i^ O zulassen. Und setzen wir 
zweitens eine Kelation vom Gewichte 10 an, so findet man, 
dass das Glied mit Zi*^ fehlen, also schon aZfZ[+^ZT 
durch Z\ darstellbar sein müsste, was wiederum nicht geht. 

Dagegen bestehen nach p. 86 Relationen höheren 
Chrades zwischen den 6 Formen. Nun erkennt man durch 
Bildung der Producte imd Quadrate Z^x Z^) leicht, dass 
die Darstellung von 

Zfzt^+^z^,z^^{zy^'-V^^^^^^^ 

nur die Z'i, und die der cyclischen Summe C allein die 
Z^x nur linear enthält. Aus dieser Bemerkung entsprin- 
gen Identitäten, welche erlauben, alle Functionen der Z^i 
von beliebigen Graden auf lineare zurückzuführen. Sie 
lauten, wenn wir die additiven Functionen von Z\ unter- 
drücken, 

ZTZ^^ ^-{Z:-2ZX+2Z:)Z'^>+ZX> 

zr^-z:iz:-2z:)zf^+2z:z^'^ 



zfz^:!' =-z'^t'-[-z:z'^zf-zf' " " 

z^^z^^~-z\zf-^z[z':^ 



59) 
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Demnach genügt zur Darstellung einer beliebigen Simultan- 
invariante m. Ordnung eine in den Z\ allgemeine Function 
des Oeunchtes m, weche die Z^^ nur linear enüiält In- 
dem wir verlangen, dass nur solche in Z^^ lineare Aggre- 
gate einzuführen sind, bekommen wir auch für den IL 
Hauptfall eine eindeutige Darstellungsform. 

III. Endlich ergeben sich bei n=l mod. 4 aus 54) 
für die Exponenten der reducirten Formen 53) die Wert- 
systeme 
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60) 



und daraus, unter Beachtung der bei II gemachten weite- 
ren Reduction, 4.3-hl.6 = 18 Formen. Das volle 
System besteht aus 21 Formen , nämlich für n = 8 ä + 5 

r/" nr" ryt* 
^X' ^^ ** ^1 1 ^222^83 (^28 T ^82) 

^r=C4^;?,W3(^i+^i) [ (^ = 0» 1' 2) 

Z^" =^Z%^^zl2zl^{ziz'^zi^ ^ ^ 

Zly ==C 2^11 5^22 2^88 (^18 ^28 "T" 2f8i Ä82) 

I 

^{i^V '^^W^'n *88 V*18^28"T"281^82;^ 



W0,1,2A 



Eine lineare Abhängigkeit zwischen den Formen scheint 
nicht zu bestehen; eine Discussion der höheren Relationen 
wird durch die grosse Zahl unabhängiger Identitäten weit- 
läufig. Indessen ist ersichtlich, dass, wie im II. Fall, Prg- 
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ducte und Potenzen der Formen 61), abgesehen von Z", 
durch lineare Aggregate derselben ersetzbar sind. Genau 
entsprechend folgt mit Hilfe von 60) das volle System für 

n = 8/1 + 1. 

Es erübrigt noch, auch das volle Invariantensystem 
für die algebraische Darstellung der modularen Schnitt- 
system-Correspondenzen auf der Curve 4, Ordnung aufzu- 
stellen. Alle Betrachtungen dieses Capitels vereinfachen 
sich, wenn man nur mit den Quadraten der Variabelen 
operirt 

h = x], fji = y% tik = x^i yl 62) 

bleiben jedoch im wesentlichen in Kraft. 

Für w = 4fe + 3 wird das volle System gebildet von 
den Elementarinvarianten 



^1 — Sil "T~ fc22 "T" Cas ^ 
^ 2 =^ feil b22~T" b22 fe83 "T" feSSfe 11 > ^ 8 = feil fe22 fesS • 



63) 



Dagegen treten für n = 4/i + 1 zu 

^ 1 ^^ feil ~r fe22"T"fe83 1 
^2 =fellfe22~T'fe22fe83"T"fe38fell» ^8 ^= fellfe22fe88> (64) 

hinzu Zf=Cef,^fc,538(a+e8^2) (A = 0,l,2). 

Sie bilden ein System von 6 linear unabhängigen Funda- 
mentalformen^ durch welches sich die allgemeine Simultan- 
invariante eindeutig darstellt in der Form 

(2) rj (m-4) 



zrz 



_^ ^(2) 2(— 6)_^ zf Z^"-'^ =0 (m = f ), 65) 

wenn Z ^*^ die allgemein^ ganze Function fc. Gewichtes der 
^i bedeutet. 
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V. Capitel. 
Irrationale Modulargleichungen. 



§21. 



Bildnngsmetliode der Gorrespondenzgleichnng. 

Die Gleichung einer Modidarcorrespondenz n, Grades 
der discutirten "besonderen Classe kann unmittelbar auf 
einen allgemeinen Ansatz gebracht werden, dessen linke 
Seite eine ganze Function des Gewichtes m derjenigen 
Fundamentalinvarianten ist, die nach § 20 zu einer Grad- 
zahl n der gegebenen Form modulo 8 gehören. Enthält der 
Ansatz alle nichtelementaren Invarianten des bezüglichen 
vollen Systems linear^ so ist er eindeutig bestimmt. Es 
bleiben nur die numerischen Coeffidenten zu berechnen, 
wozu man auf die Eeihenentunckelungen der gegebenen 
Modulfxinctionen zu recurriren hat 

Wir können nun entweder nach III 13), 47) aus- 
gehen von 



8 ^ „ 2 



00 







1 S 3 



Je 2Tfi ^ k^ 

,aja = 2;(— l)g .x^^^flSq > 

— OD —CO 



K26l 



8 



S(— jrg® (r ungerade) 



1) 



oder, wie es sich für die Rechnung einfacher zeigt, von 
den EntWickelungen der Producte in I 3) 



8 



ajj=r2g«(l+g«-|-g*+2g«+2g«+3gi«+4g»»+....) 
n"(l+3+3'+3*+g'+g*+g'+22'+2g«+2g^^..) 






x^x^xi= fitq 



2) 
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Daraus folgen die Entwickelungen für die Coordinaten t/. 
aller zugeordneten Punkte, aber infolge der Irreducibilität 
der Gleichung genügt es zur Coefficientenbestimmung, 
durch Einsetzung der Reihenentwickelungen nur eines ihrer 
Wurzelsysteine das Bestehen der Identität in q nachzu- 
weisen. Nun erhalten wir die Coordinaten Zi des zu wen 
gehörigen Punktes, indem wir in Xi q durch q*" ersetzen. 
Gehen wir dann von den Zi nach II 34) zu den y» über, 
so ist unter Vernachlässigung eines geraeinsamen Factors 



n 



3) 



oder auch „ 

Im folgenden seien die Definitionen durch die Producte 
zu Grunde gelegt. Dann haben wir zunächst 

n+l «+1 

Zn=\^—^2q ® (l+g'-h...), 2?22=1-Q!-..., 2i83=« ^ (l+g+...).4) 

Die auftretende Einheitswurzel macht eine Unterscheidung 
von n modulo 16 notwendig. 

Im I. Hauptfall lautet der allgemeine Ansatz 

2Ja,ßyZ-zPZl = 5) 

wo für «, jJ, y alle Lösungen der diophantischen Gleichung 

a + 2jJ + 3y = w 6) 

zu nehmen sind. Nun haben die Elementarinvarianten 
folgende Anfangspotenzen 

n+l \ 

n=7mod.l6^i=-2g(l4-4^2=-(l+..),^3=^-2g ® \ 



n+l 

I 

7) 



n+l I 

W=15 Z^-= 2(1+..), 4= {!—..), Z^=^ 2ä * .J 
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Die Betrachtung derselben gestattet Vereinfachungen des 
Ansatzes. 

Bei n^il inod. 16 hat das allgemeine Glied von 5) die 

, n+l 

Anfangspotenz q ^ . Ordnet man also alle Terme mit 
constantem y in eine Gruppe, so können nur Terme ver- 
schiedener Gruppen mit derselben Potenz von q beginnen. 
Somit müssen insbesondere alle Coefficienten a^ßo = sein^ 

in welchen a < ^^g— . Dadurch fallen zahlreiche von Z^ 
freie Terme von vornherein weg. Für einen Primzalügrad 
wo m = —^^ lautet der Ansatz nur noch 

zr+^8^^"~'^=o, 8) 

wenn 2'^'"-^> eine allgemeine Invariante des Gewichtes m — 3 
bedeutet. 

Eine analoge Keduction im Falle w=15 mod. 16 wird 
möglich, wenn wir statt Z^ einführen Z^> durch 

Z,.^Z\ — 4:Z, 9) 

mit dem Anfangsgliede iq^ (vorausgesetzt, dass w>15). 
Die obigen Betrachtungen bleiben aber, da für w=7 mod. 1 6 
Z^ . wie Z^ beginnt, auch noch giltig, wenn wir statt 5) für 
den ersten Hauptfall allgemein den Ansatz brauchen 

i:a,p^Z-Z^.Zl = (i. 10) 

Für n = 15 mod. 16 modificiren sich dann jene üeber- 
legungen dahin, dass a^^ßy = 0, wenn ß < -S- , so dass 
für einen Primzahlgrad nur zu setzen ist 

Z'' +Z,Z''^'^0. ^^^ 

Es mögen nun die Terme des Ansatzes nach y= 0,1,2,... 
in Gruppen und innerhalb derselben bei w = 7 mod. 16 



-*^^- 
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nach wachsendem a, bei n=15 nach ß geordnet werden. 
Durch das Nullsetzen der Entwickelungscoefficienten der 
nach wachsenden Potenzen von g zu ordnenden Glieder 
erhalten wir ein einfaches System ganzzahliger, linearer 
Gleichungen für die a^^jy. Die erste derselben enthält 
ein a„ßQ und ein a^^ßi, in der zweiten tritt ein neues a^a^ 
hinzu oder zugleich noch ein «„äq oder af^ß2. Jeder neu 
auftretende Coeffkient a^ßy kann so unmittelbar durch eine 
sehr geringe Anzahl vorhergehender Coeffidenten linear aus- 
gedrückt werden. Das successive Eingehen in das Glei- 
chungssystem ist derart, dass hei Primzahlgraden jedes 
^ocßy du7'ch die erste Gleichung, in der es überhaupt auf- 
tritt^ ganzzahlig bestimmt ist, wenn, wie in 8) und 11) 
geschehen, amoo= 1, resp. ao^o = 1 gesetzt wird. Ausserdem 
bietet die unbeschränkte Anzahl der Coefftcientengleichungen 
beliebig viele Controlen der Rechnung. 

Verwandte Betrachtungen des Ansatzes und der Coeffi- 
cientenberechnung knüpfen sich an die für n = 3 mod. 8 
geltende Gleichungsform, deren linke Seite sich aus Z\ 
und linear aus Zf aufbaut. Es seien hier nur die An- 
fangspotenzen angegeben 

n+l 

z\ =-43..., z; =—1..., z\ =-43 * 

n+5 »+13 

«=3 mod. 16 4* --83...,^**= 16 aT, ^*>=-64äT?r ( ^^ 

«+18 n+5 

n=ll ^1*^= 83,..,^,^*^= 323.'. ,Zl*^=-16g.'. 

Dagegen erscheint für den III. Hauptfall eine allgemeine 
Discussion des Ansatzes nicht mehr tunlich. 

Die leichte Uebertragung auf die Schnittsystem-Corre- 
spondenzen 8. Stufe zeigt die genauen Analoga der obigen 
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Ansätze und der Coefficientenbestimmung. Zur letzteren 
legt man zweckmässig die ö -Reihen zu Grunde, so dass 

gi=Ö2(0,a>), |2=öo(0,c}), |3=fiÖ3(0,G}), |i|2S8=~ öl(0,ol 

- '*) 



Natürlich haben Transformationsgrade, welche auf 
der Curve 8. Ordnung Schnittsystem-Gorrespondenzen lie- 
fern, dieselbe Eigenschaft auch in Bezug auf die Curve 
4. Ordnung, oder die Schnittsystem-Correspondenzen 16. Stufe 
und m, Ordnung sind auch solche 8. Stufe, aber 2 m. Ord- 
nung. Umgekehrt eodstiren aber Schnittsystem-Correspon- 
denzen 8. Stufe, welche, als Correspondenzen 16. Stufe be- 
trachtet, nicht mehr zu der besonderen Classe gehören.*) 

§22. 
Fertige irrationale Modnlargleichungen. 

Nach der dargelegten Methode lassen sich die Glei- 
chungen der modularen Schnittsystem-Gorrespondenzen oder 
also die irrationalen Modnlargleichungen unserer beson- 
deren Glasse unmittelbar berechnen. Die Kriterien des 
§ 14 erlauben sofort alle Transformationsgrade dieser Glasse 
aufzuzählen: 

Modulargleichungen 16. Stufe existiren zu den Oraden: 
Ä. L w=7mod. 8, 
IL w=3 mod. 8, wenn n einein JPrimfactor 8/i+5 oder 

8/1 + 7, 



*) In letzteren Fällen müssen also Gleichungen 8. Stufe auf- 
gestellt werden, während in den ersteren nur die Gleichungen 
16. Stufe als die einfacheren zu berechnen sind. 
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IIL n=5 mod. 8, wenn n einen Primfactor 4/i 4- 3, 
IU[ n^l mod. 8, wenn n einen Primfactor Sh-{-7 oder 
Factoren 8Ä+3, 8Ä-f-5 zugleich nicht-quadratisch enthält 
• B, Gleichungen 8. Stufe gehören, ausser in den Fällen 
Ay ZU den Qraden: 
L n=3mod. 8, 

IL n= 1 mod. 8, wenn n einen Factor 4Ä + 3 nichi-quadra' 

tisch enfhält 
Als Beispiele fertiger Gleichungen mögen die folgen- 
den dienen. Für die Coefficienten sind jeweilen mindestens 
zwd Controlbedingungen verificirt worden, doch ist dies bei 
Ordnungszahlen m = mod. 3 für den Coefficienten von 



m 



Za nicht direct möglich.*) 

I". n=7 mod. 16. 

n = 7 Z, = 

tt=23 Z?— 4Zs = 
«=39 Z\Z^-4Z,iZ} +5 ZlZr—2Z\) — U4:Z,Zl=0 

»=55 Z\Z,.—iZ, {Z} +7ZIZI+10Z\ Z, — 2 Zf) 

— 16Z,Z|(6Zj-+19Z?)+512 Zl = 0. 

«=71 Z\— 4 Z,(Zi. + 9 ZI Z}+ 21 ZiZ^-\- 12 zi:) 

- 16 Z, ZI (6 Z^-h7Zf) - 64ZI = 0. j 

i*. « = 15 mod. 16. 

« = 15 ZA-\-4Z,^0 
«=31 Z^ — 4Z,Z, = 
n = 47 Z}—4ZiZ,iZl+QZ,.)-l28Zl = 

n = 79 Z^— 4 Z,Z,{Z\+10Z\Z,. + 28 ZI Z} + 21 Z}) 
—UZli7Z\+26ZlZi. + 24Z,^+bl2ZiZl==0. 



14) 



15) 



*) Von einigen Gleichungen ist dieser letzte Coefficient in den 
citirten Ber. d. k. s. G. d. W. 1885 p. 89 unrichtig angegeben. 
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Hier kann für die Ehirnentarinvarianten nach TV 39) und 
II 34), zur Ueberführtmg der Gleichungen in die gewöhn- 
lich gebrauchten Formen eingesetzt werden*) 



4 4 4 

Za^^xx' U' + ful 4- fyi'k' [Z^. = Z? — 4 Z») 

4 

^3= -f- K'xx'AA', 



16) 



wo die oberen oder die unteren Vorzeichen gelten, je nach- 
dem n^l oder w = 15 mod. 16. 

II. w = 3 mod. 8. 

n = 35 Z'l - 8Z;z; 4- 8Z; - iZf = 0; 17) 

fernere Beispiele liefern » = 91, 115 etc. Dabei ist 

z;=Kiä+r;rr— 1, Z2=K;;iür-r>ä-ri7x^, Z3=-K';;^m^ 

[IV 40) 57)] und, je nachdem w = 3 oder 11 mod. 16, 

zi,*>==+(xr+xa)riZü^+(x'-Aoro^T(^--'^)^^ } 18) 
zi*^= (x A'+x'A) r;;zif ±(>c'-Aor;är7r + M)r,^r;ä 

ZT=- (xA'+x'A)r;^;är±(x'-AOxA r;^^ + (x-a)x' a' r^ä. j 

III n = 5 mod. 8. 

w = 21 z;'-2Zr> = 0, 19) 

— ferner n = 69, 77, 93 etc., — mit [IV 41) 61)] 

Z; = xA+x'A'-l, Z2 = xx'U'-xA-x'r, Z3 = -xx'AA' | 

4 }20) 

zr ^ = -(r,ä^4- r^) r;i;är + (r x'-r i^)rx"' r-(r^^ 

IIT Beispiele zu w = 1 mod. 8 bieten erst n = 105, 161 etc. 



*) Eigentlich sind die Gleichungen mit z ^ zu multipliciren und 
dann z^^ l^**) wie oben zu interpretjren (r Ordnungszahl). 

7 
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I. 8. Stufe w = 3 mod. 8. 

H = 3 Zi = 

n = ll Z!-16Z8 = 

n=19 Z5— 16Z,(4Za-+3ZO = 

» = 27 Z! - 16 Z? Z, (UZ^. - 76Z? Z,. + 31 Z}) 
— 256Z,Z^ (12Zj- 4-5Z?) - 12328Z!= 0, 



21) 



WO nach 13, IV 63) Zi, ZajZg offenbar ebenso zu interpretiren 
sind wie die für n = 3 mod. 16 angegebenen Invarianten 
Zi Z2, Zi während wieder Z2'=Z? — 4Z2. 
IL Beispiele für w=l mod. 8 sind w = 33, 57, u. s. w. 

Von diesen Gleichungen finden sich in. der Litteratur, 
ausser der bekannten Legendre'schen Gleichung für w=3 
und der Gützlaff'schen für w = 7 (Grelles Journal XII), 
folgende: für r? = 11 ist die Gleichung implicite bei Herrn 
Schröter enthalten (de aequat. moduL); für n=23 wurde 
die obige Form zuerst von Herrn Hurwitz gegeben (Math. 
Ann. XVn p. 69), sie lässt sich aber auch aus der com- 
plicirteren Schröter'schen Gestalt (1. c, vgl. Acta math. 
V p. 208) gewinnen; endlich ist noch w==47 aus der von 
Herrn Hurwitz berechneten Form abzuleiten. 

Die einfachsten Fälle w = 3, 7 erfordern nach der 
vorgeführten Methode überhaupt keine Rechnung, da die 
Gleichungen notwendig die bilinearen Invarianten sind, 
gleich Null gesetzt. Aber auch in den folgenden Fällen 
ist das Verfahren so expeditiv, dass n = 11, 21, 28, 31 
nur die numerische Berechnung eines einzigen, die übrigen 
Grade die von immer nur sehr wenigen Goefficienten er- 
fordern. Es ist einleicchteridy welchen Bechmingsvor teil gegen- 
über der geivöhnliche/i Ordnung nach Potenzen von (p, ^ 
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deren Zusmnmerifassung in Invarianten gewährt Zugleich 
erreicht man dadurch mit Notwendigkeit die einfachste und 
durchsichtigste Oleichungsformy weil die ganze Structur 
durch das System der Simultaninvarianten von vornherein 
eindeutig bestimmbar ist 

§23. 
Geometrische Interpretation. 

Die irrationalen Modulargleichungen gestatten un- 
mittelbar geometrische Deutung, wenn wir die Anschau- 
ungen des § 9 verwenden. Sollen vorerst die Moduln selbst 
als rechtwinklige Coordinaten gedacht werden können, so 
greifen wir wieder auf die Xi und Zi der Punkte der Haupt- 
correspondenz zurück. Wir betrachten die Zuordnungen^ 
welche durch das Nullsetzen der Elementarinvarianten ent- 
stehen, beispielsweise für den I. Hauptfall 16. Stufe. 

Das Gebilde Zi = i) ist linear, ordnet also einem 
Punkte (x) eine gerade Reihe zu 

Zi = a?i 211 + i»2 ^2 -F ^^3 ^3 = 0, (w=7, 15 mod. 16) 22) 

d. h. definirt einfach eine Polarreciprocität: Die Gerade 22) 
ist die Polare von (x) in Bezug auf den Kegelschnitt 

zl-h zi:^ s zl r= 0^ 23) 

welcher zu den den ündulationsquadrupeln [1 38)] einge- 
schriebenen 48 Kegelschnitten und zwar zur Untergruppe 
S», T (1. c.) gehört. 

In der durch Z^ = definirten Correspondenz ent- 
sprechen dem Punkte {x) die 8 Schnittpunkte {z) seiner 
Polare in Bezug auf einen der Kegelschnitte 23) mit 
der Grundcurve. Bat also (x) den Parameter o, so haben 
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diese Pohrenschnittpunkte die Parameter 7 ra, y , "^ „ , . . . , 
Y^ — . Diese Zuordnung ist somit der geometrische Aus- 
druck d&r Transformation 7. Orades, 

In den beiden zu den Kegelschnitten 23) gehörigen 
Undulationsquadrupeln berührt eine Curve 4. Ordnung 

z\ + zi + izt==0, 24) 

bezüglich deren {x) den Polarkegelschnitt Z? — 2 Za = 
besitzt. Dieser schneidet die Polare Zj = in denselben 
Punkten, in welchen ihn zugleich Z2^= und 

Z2 = x^x^ z^z^^ B {XiZy^ -\- x^z^) x^z^ ■= 25) 
berühren. Da ^2 = ausserdem dem Coordinatendreieck 
umgeschrieben ist, so genügen diese Daten, um diesen, 
die zweite Elementar-Invariante repräsentirenden Kegel- 
schnitt zu jedem Punkte leicht zu construiren. 

Endlich ist Zg = eine singulare Zuordnung, die kei- 
ner Erläuterung bedarf. 

Aus den Elementarinvarianten-Curven folgen, dem Auf- 
bau der Gleichungen entsprechend, Bestimmungsstücke der 
allgemeinen Correspondenzcurven des I. Hauptfalls. So hat 
z. B. die dem Punkte {x) durch die Correspondenz 23. Grades 
zugeordnete Curve 3. Ordnung Z\ — 4Z3 = die Seiten des 
Goordinatendreiecks in ihren Schnittpunkten mit der Po- 
lare Zj = zu Inflexionstangenten. 

Beziehen wir jedoch die Variabelen Xt und yi auf das- 
selbe Coordinatendreieck, so gestaltet sich die geometrische 
Anschauung wesentlich einheitlicher und bedeutungsvoller. 
OfiFenbar lassen sich die digredienten Fälle w=+ 3 med. 8 
(p. 39) dadurch auf den cogredienten und den contra- 
gredienten Fall zurückführen, dass jeder Punkt (y) durch 
eine 9-punktige Gruppe (y^^^) ersetzt wird, vermöge der 
Substitutionen yt = yf^^. In dieser Schreibung ordnet dann 
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eine Correspondenzgleichung einem (x) 9N Punkte auf der 
Curve yf^+yf^^-\-yf^*= zu, welchen die JV Punkte (y) 
der Grundcurve eindeutig entsprechen. Endlich lassen sich 
aber auch zu Xi cogrediente y,- dadurch in contragrediente 
verwandeln, dass man sie durch die Polarreciprocität in Be- 
zug auf xl-\- xl-{-xl = in die dualen Coordinaten ver- 
wandelt. In diesem Sinn folgt die Deutung aller Fälle 
leicht aus der des I. Hauptfalles, in welchem je zwei simul- 
tane Collineationen sich als die dualistischen Ausdrucks- 
formen einer und derselben CoUineation in Punkt- und 
Liniencoordinaten darstellen. 

Fassen wir nun die Xt als Punktcoordinaten, die yt 
aber als Liniencoordinaten, stellen also der Gh'undcurve 
8. Ordnung F=0 als dualistische Curve 8. Classe 0=0 
gegenüber, so definirt die Correspondenzgleichung 11 39) ein 
solches Fundamentalgebilde der ebenen OeometriCj welches 
seit Clebsch als ein Connex m. Ordnung und Classe be- 
zeichnet wird. Die Correspondenzen der Orade w=7 mod, 8 
sind dann Zuordnungen zwischen Punkten von F= und 
Tangenten von = 0. Damit wird der Ausdruck 'der 
Transformation 7. Ordnung z. B. einfach der, dass dem 
Punkte (x) auf der Ordnungscurve die von ihm an die 
Classencurve gehenden 8 Tangenten (y) zugeordnet sind. 

Betrachten wir als Elemente des Connexes die Com- 
binationen je eines Punktes (x) und der zugehörigen Classen- 
curve /y = 0, und die dualistischen, so entspricht die In- 
varianz von / bei den simultanen Substitutionen der geo- 
metrischen Eigenschaft, dass die Collineationen S^ T, U 
den Connex in sich selbst transformirenj also seine Elemente 
in Gruppen von je 384 äquivalenten ordnen [deren Connex- 
curven jedoch keineswegs coUinear sind]. 



Druckfehler-Verzeichnis. 



p. 16, 49 Zeile 1, 22 von oben lies desselben statt derselben 
„ 18 „ 8 „ „ „ sie „ ihn 












^8 „ 12 „ „ „ ß'2v+^ » ^'2v- 



6 



s-2 



„ 20 „ letzte „ „ „ s"^ „ 

„ 24 „ letzte „ „ „ — 4Xi« „ 4XÄ 



29 „ 14 „ „ „ Pi „ PU 

34 „ 22 „ „ „ 20) „ 21) 

42 „ 4 u. 5 „ „ „ p. 41, 34 „ p. 40, 33 

42 „ 14 „ „ „ /^i /g...==0 „ / i,/2.«»=C ) 

46 „ 10 ,, „ „ fed^dods „ y^ß^d^z 

,1 46 „ 13 „ „ „ 00^ „ 6 

1» 47 „ 7 „ „ „ nOl ,, öl 

„ 47 „ 10 „ „ „ öa ,1 dl 

„ 48 „ letzte „ „ „ p. 12 „ p. 11 

» öl >» 11 )j » » » 21) 

„ 51 „ 17 „ „ „ (a',ß\y') „ (a',ß',y) 

„ 52 „ 17 „ „ „ ;5)^ „ 16) 

„ 55 „ 4 „ „ „ und je „ und 

» 56 „ 20 „ „ „ X^y^/ „ I^,^,^s 

fi' fiß 

63 „ 13 u. 19 „ „ „ Ua'Tc „ Ha'h 

„ 64 „ 16 „ „ „ n{s ) „ n{z 

„ 70 „ 27 „ „ „ m „ m* 

„ 71 „ 18 „ „ „ nX „ (il 

j) *b „ 1/5 „ „ „ ~r "T" j> 



h '' h 

77 „ 28 ,, „ „ x^XiXq „ XjXiX^ 

78 „ 5 „ „ „ yfyß'yV' „ y^yfyV 

85 „ 20 „ „ „ H«»-!) ,, /'»+1)^ 

88 „ 28 „ „ „ Z'i,Z't,Z'i „ Z\,Z ,Z\ 
90 „ 24 „ „ „ =1 „ =0 



Lebenslauf. 



Ich, Ernst Wilhelm Fiedler, reformirter Confes- 
sion, am 22. Juli 1861 in Chemnitz als Sohn des Prof. Dr. 
Otto Wilhelm Fiedler geboren, genoss meinen Unter- 
richt in Zürich, wo mein Vater seit 1867 wirkt und ein- 
gebürgert ist. Von Ostern 1873 an besuchte ich das 
Zürcher Gymnasium und verliess es im Herbst 1879 mit 
dem Zeugnis der Reife. Die reiche Anregung, die ich durch 
meinen Vater empfing, wandte mein Interesse schon auf 
der Schule der Mathematik zu. 

Ich begann meine mathematischen Studien an der 
Fachlehrerabteilung des eidgenössischen Polytechnicums in 
Zürich und verfolgte vorzugsweise die geometrische Rich- 
tung. Während 6 Semestern hörte ich die Vorlesungen 
meines Vaters und der Herren Proff. G. Frobenius, C. F. 
Geiser, A. Herzog, F. Weber, R. Wolf, C. Culmann, 
J. Scherr, G. Kinkel, und nahm in den beiden letzten 
Semestern an den Uebungen des mathematischen Seminars 
teil. 1881 liess ich mich zugleich an der Universität Zürich 
immatriculiren und hörte die Herren ProflF. A. Meyer, L. 
Kym, L. Hermann. Ein hartnäckiges Kopfleiden war mir 
mehrfach hinderlich. 

Im Herbst 1882 bezog ich die Universität Berlin, um 
die Vorlesungen der Herren Proff. L. Kronecker und K. 
Weierstrasszu hören. Ausserdem besuchte ich in 3 Se- 
mestern die Vorlesungen der Herren Proff. E, E. Kummer, 



pn" ^ 



104 Lebenslauf. 

G. Kirchhoff, H. von Helmboltz, G. Hettner, H. von 
Treitschke, F. Paulsen und war Mitglied des von den 
Herren Kummer, Weierstrassund Kronecker geleite- 
ten mathematischen Seminars. 

Ostern 1884 gieng ich nach Leipzig. Ich widmete 
mich den Vorlesungen und namentlich dem Seminar des 
Herrn Prof. F. Klein, hörte auch die Vorlesungen der 
Herren Proflf. W. Wundt und F. Schur. 

Nächst meinem lieben Vater fühle ich mich zum gröss- 
ten Danke verpflichtet Herrn Prof. Dr. L. Kronecker und 
Herrn Prof. Dr. F. Klein, deren Güte mir durch ihren 
persönlichen Verkehr eine Fülle vielseitigster Anregung 
zu Teil werden hess. 
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Separatabdmck ans der 
Yierteljaluraehrift dar Zürcher Natorforschenden Gesellaohaft. April 1884. 



SitBiuff Tom 17. Beeember 1888. 



h,. 






Herr Prof. Fiedler machte folgende Geometrische 
Mitthcilangen:Zu zwei Steiner'schenAbhandlungen. 
Nachdem bei Anlass der Steiner- Aasgabe der Berliner Akademie 
der Wissenschaften festgestellt worden war, dass ein vielleicht 
bezügliches Steiner'sches Manuscript von 1826 verschwanden 
sei, habe ich seit 1878 die Idee der Cyklographie, die ich in 
den ersten sechziger Jahren gefasst hatte, als eine beherrschende 
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Idee in einem immerhin ausgedehnten Gebiete nachgewiesen, 
nämlich in der Geometrie der Kreise und Kugeln, der Theorie 
der reciproken Radien, der Theorie der Kegelschnitte aus Kreis- 
systemen und der der Rotationsflächen zweiten Grades; beginnend 
in der in. und IV. meiner „Geom. Mitthl." im 24. Bd. unserer 
Vierteljahrsschrift, fortgesetzt im 25. Bd. mit der Theorie der 
Kegelschnitte aus Kreissystemen in Berührung, im 26. Bd. mit 
der der Kreissysteme unter vorgeschriebenen Winkeln, und 
dann zusammengefasst in elementarer Entwicklung in dem Buche 
„Cyklographie", das ich im Anfang vorigen Jahres hier vor- 
legte. Dort habe ich in der Vorrede und in § 170 zwei grosse 
Steiner'sche Abhandlungen von 1847 und 1852 als in diesen 
üntersuchungskreis gehörig bezeichnet, und ich habe für den 
Hauptinhalt der von 1852 datirten Abhandlung in der mathe- 
matischen Section der Versammlung der Schweiz. Naturforscher 
in Zürich am 8. Aug. a. c. diesen Zusammenhang näher erörtert. 

Hier will ich es für die früher datirte der beiden Abhand- 
lungen nachweisen, muss aber dafür wegen des Zusammenhanges 
derselben an die andere anknüpfen. 

Cyklo graphisch wird der Kegelschnitt als Durchdringung 
von unzählig vielen parallelaxigen gleichseitigen Rotationshyper- 
boloiden resp. als Orthogonalprojection dieser Durchdringung 
nach der Richtung der Axe betrachtet. Unter jenen Hyper- 
boloiden sind im Allgemeinen unzählig viele einfache und 
unzählig viele zweifache und jene gehen durch die Grenz- 
formen von zwei gleichseitigen Rotations kegeln hindurch 
in diese über. Wenn aber insbesondere der Kegelschnitt eine 
Hyperbel ist, deren Nebenaxe in der gemeinsamen Meridian- 
ebene der sich durchdringenden Flächen liegt, so sind diese 
Kegel nicht reell und alle durch die Curve gehenden Hyper- 
boloide sind einfache. Man zeigt sofort, dass die Mittel- 
punkte aller Flächen dieses Büschels in einer Geraden 
liegen, im ersten Falle der Verbindungslinie der Kegel spitzen. 
Man kann nun kurz sagen, dass die Betrachtung des Kegel- 
schnittes als Durchdringung der einfachen Hyperboloide über- 
haupt den Leitfaden gibt für die überraschenden Ergebnisse der 
Abh. von 1852, während man durch Hervorhebung der beiden 
Kegel im Büschel der sich durchdringenden Flächen den für 
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die Abh. von 1847 erhält. Ich hebe von dem ersten nur die 
Grundanschauung und ein Beispiel hervor, weil sie mir bei dem 
zweiten nützlich sein werden. 

Wenn man den Durchdringungskegelschnitt von zwei parallel- 
axigen einfachen gleichseitigen Rotationshyperboloiden ortho- 
gonal in der Richtung der Axen projicirt, so ist die Projection 
ein Kegelschnitt in doppelter Berührung mit den Umrissen oder 
Kehlkreisbildern der Hyperboloide. Ein bestimmter Punkt P 
des Kegelschnittes ist der Schnittpunkt von zwei Paaren von 
geraden Mantellinien der beiden Hyperboloide und wenn wir 
eine Mantellinie des einen und eine des andern Hyperboloids 
bis zum Schnitt Mi^ M^ mit dem zugehörigen Kehlkreis ver- 
folgen, so erkennen wir aus der 45 ° Neigung dieser Geraden 
zu den Kehlkreisebenen und also zur Projectionsebene, dass 
PPi = Piitfi, FF^ = F^ Mi ist, wenn wir mit Pi, P, die 
Orthogonalprojectionen von P auf beide Kehlkreisebenen resp. 
bezeichnen. Erinnern wir uns noch, dass die Projectionen Pj Mi^ 
Ps Mi der Mantellinien PMu PM^ auf die Kehlkreisebenen 
Tangenten der respectiven Kehlkreise in Mi resp. M^ sind und 
dass für Punkte P zwischen beiden Kehlkreisen die Summe der 
Distanzen PPi und PP^ constant, für Punkte P ausserhalb der 
durch sie begrenzten Schicht aber die Differenz der Distanzen 
P Pi und P Pa constant ist, nämlich gleich dem Abstand d der 
Kehlkreisebenen von einander, so haben wir den Fundamental- 
satz der Steiner'schen Abhandlung von 1852 bewiesen (er ist wie 
alle seine merkwürdigen Consequenzen von Steiner ohne Beweis 
gegeben): Der Ort eines Punktes, für welchen die 
Summe oder der Unterschied der Längen der von 
ihm'aus an zwei feste Kreise seinerEbene gehenden 
Tangenten constant ist, ist ein Kegelschnitt, der 
diese beiden Kreise je doppelt berührt und dessen 
eine Axe in die Centrale dieser Kreise fällt. Man 
sieht sofort, dass man, wenn diese Kreise und die constante 
Länge d gegeben sind, den zugehörigen Kegelschnitt construiren 
kann als Projection der Durchdringung von zwei einfachen 
gleichseitigen Rotationshyperboloiden, deren Kehlkreise durch 
jene orthogonal projicirt und im Raum durch den Abstand d 
ihrer Ebenen getrennt sind; man erhält in der That äusserst 
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einfache nnd bequeme Constrnctionen, welche zum Theil durch 
Steiner angegeben wurden. 

Man kann aus dieser Anschauung aber unmittelbar die 
ganze Reihe der Resultate ablesen (und zwar zum Theil genau in 
der von Steiner ohne Beweise gegebenen Ordnung), mit denen 
er in der genannten Abh. den Leser förmlich überschüttet. Dess- 
halb liess mich diese meine Anschauung sofort einen Druckfehler 
erkennen, welcher der neuen Gesammtausgabe im § 8 dieser 
Abh. passirt ist (Bd. 45, p. 194, und II, p. 452, ZI. 4). 

Ich citire nur noch ein Beispiel; Steiner betrachtet die 
zu zwei festen Kreisen für die verschiedenen Werthe der con- 
stanten Länge d entstehenden Kegelschnitte und sagt z. B. : 
Jeder Kegelschnitt des Systems schneidet aus jeder der gemein- 
samen Tangenten der Hauptkreise eine der zugehörigen Gon- 
stanten d gleiche Länge aus. Es ist einer von den zahlreichen 
Sätzen dieser Abh., welche heute noch unbewiesen sind, während 
sich doch zahlreiche Consequenzen an ihn knüpfen. Meine An- 
schauung beweist ihn höchst einfach und zeigt, wie man ihn so 
zu sagen entdecken muss. In der gemeinsamen Tangente der 
Grundkreise als Kehlkreise der Hyperboloide projiciren sich 
zwei Paare von unter 45° geneigten Mantellinien, die sich in 
zwei Punkten des Durchdringungskegelschnittes schneiden; es 
entsteht in der durch jene Tangente gehenden Yerticalebene 
eiu Rechteck von 45* Linien, in welchem zwei Gegenecken den 
respectiven Kehlkreisen angehören und daher den Yerticalabstand 
d von einander haben; und in Folge dessen ist der Horizontal- 
abstand der beiden andern Ecken auch d^ womit der Satz evident 
ist. Dass die betrachteten Schnittpunkte in Kreisen eines con- 
centrischen Systems liegen, aus dem Mittelpunkt der Centrale, 
sieht man daraus auch; die Sätze über die gemeinsamen Tan- 
genten, ihre Berührungspunkte- und Schnittpunkte-Quadrupel, 
mit denen Steiner's Abhandlung beginnt, sind die Specialfälle 
davon. Und dass die Kegelschnitte des Systems sich paarweis 
in solchen concentrischen Quadrupeln schneiden, auch. Jener 
Fundamentalsatz der Steiner'schen Abhandl. ist auch analytisch 
behandelt worden, aber von den massenhaften Folgerungen, die 
er daraus zu ziehen wusste, ist kaum eine analytisch bewiesen. 
Ich habe immer geglaubt, dass Steiner eine geometrische An- 
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schanongsweise besessen habe, die ihn zu denselben leitete. 
Eine solche ist auch die hier erörterte, die ich ja lange für mit 
der seinigen identisch hielt. 

Ich wende mich zu der Abhandl. von 1847. (37. 161 f., 
n, 389 f.). Sie handelt von den Belationen zwischen dem Punkte 
eines Kegelschnittes und dem Fusspunkte seiner Normale in der 
Hauptaxe zu den Brennpunkten desselben etc. und ihr Zusammen- 
hang mit jener von 1852 ist an mehreren Stellen evident, wäh- 
rend doch der Ausgangspunkt als ein total anderer erscheint. 
Denn es ist die Aufgabe: Aus der Spitze C eines Dreiecks ABC 
ist nach einem Punkte 2) der Grundlinie die Gerade CD zir 
ziehen, so dass das Quadrat von CD in einem gegebenen con- 
stanten Verhältniss zu dem Keehteck AD, BD stehe; und fttr 
gegebene Grundlinie AB die Grenzlage der Spitze C zu finden, 
über die hinaus die Erfüllung der Forderung unmöglich wird. 
Denkt man aber einen Punkt D der Grundlinie AB, so ist dandt 
AD. BD und als dessen const vielfaches CD bestimmt und 
der Grenzort ist die Enveloppe des Kreises aus D mit CD; 
die zugehörigen Tangenten schneiden sich im vierten harmoni- 
schen Punkt von C in Bezug auf AB: Aus einem System 
seiner doppelt berührenden Kreise wird der umhüllende 
Kegelschnitt gebildet. Es ist also hier vorzugsweise die 
Fragestellung, über deren Entstehung man Auskunft bedarf. 

Diese Steiner'sche Abhandlung enthält wie die von 1852 
eine erstaunliche Fülle vqu Resultaten, die aus der elementaren 
Fragestellung entspringen, gibt aber wenigstens in der ersten 
Hälfte auch Beweise für dieselben. Ein wesentlicher Theil 
dieser Ergebnisse muss dem Kundigen wie ein Stück aus einer 
Gesammtheit erscheinen, in der die Abh. von 1852 einen andern 
Theil bildete. Ich zeige nun, dass man diese Resultate erhält, 
wenn man in der vorher erläuterten geometrischen Anschauung 
besonders die durch den Kegelschnitt gehenden gleichseitigen 
Botationskegel zusammen mit einem der Hyperboloide her- 
vorhebt. 

Hat man zwei parallelaxige gleichseitige Rotationskegel 
Ml Ci und Mi Ca, deren Grundkreise Kt, K^ in der Tafel 
sich in den Punkten P,JP* durchschneiden, so ist der Potenz- 
kreis derselben, dessen Mittelpunkt (eT" oder E) auf der Ver- 
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bindungslinie der Spitzen Mi M^ liegt {J oder E je nachdem 
diese auf verschiedenen Seiten der Tafel liegen oder auf der- 
selben, d. h. je nachdem die Durchdringung Ellipse oder Hy- 
perbel ist), der Kehlkreis eines durch ihn gehenden gleich- 
seitigen Rotationshyperboloides und wird somit von der Or- 
thogonalprojection der Durchdringung doppelt in P und P* be- 
rührt. Damit gelangen wir unmittelbar und in zwingender Weise 
zu den Steiner'schen Formeln und Sätzen. 

Zuerst für die Ellipse. Die Kreise um Ci, Ca durch P, P* 
haben die Radien ri, r,, ihre Centraldistanz ist 2(;; ihr innerer 
Aehnlichkeitspunkt J", der von Ci,(i die Entfernungen h^h 
besitzt, ist der Mittelpunkt ihres innem durch P, P* gehenden 
Potenzkreises vom Radius n; und da dieser in P,P* von der 
Projection der Durchdringungsellipse berührt wird, so ist n 
die Länge der N.ormale in P zwischen Fusspunkt und Haupt- 
axe ; r^ und r, oder Ci P und C^ P sind die Radien vectoren von 
P, c ist die lineare Excentricität des Kegelschnittes, dessen 
Hauptaxe AB = 2a==ri +r^ ist. Nun hat man (ri + r,) : 2c = 

f. : i. = r, : *• oder ii = — r*^ i ^ » = — r-^ i natürlich also 

4t C ^ ft T* 

i + ^a = 2 c und ix r, = ^2 ^\ also auch h 1% = 7 ; r j. 

118 1 1 » 1 1 . ^^^ +r,) 

Femer ist die Potenz des Innern Aehnlichkeitspunktes pi =■ n* = 

(^1 + ii) (r,— ^,) = rlrg— he, =r^r^ { ^ "" ( ») } "^ 
n »'s i — öiit ii i, = -j fi r, oder auch ri' = *i i, ^ — 

Die Steiner' sehen Grundformeln in ganz anderer aber 
mindestens ebenso einfacher Ableitung. Mit der Festsetzung der 
numerischen Excentricität c:a^e und mit a* — c* = 6' kann 

man schreiben *! 1^=6^ ^i*'8,*'i*= (1 — «"jrirj =1— 5-"~l)^i^' 
Man hat auch e = — = — und n + r^ = (n -f jj) : e = 2c : e = 

h *r ^ ^~- — ^~~ 

n = — rri r, = — r ei»,. 
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Auch erhält man den cos. des Winkels zwischen Normale 
und Badien vectoren, als Cosinus des halben Winkels an der 

Spitze P im Dreieck Ci FC^ nach der Hegel cos ^ « = l/iii:^ 

f hc 

durch cos^(r,,r,) = l/(^^ + ^» -^ 2^) (^j + ^» "-^) = 

= ]/Z±EZE£ = -:J= Die besondere EUipse für c« = ^ 

verdient Interesse : 2 i i e a = n r2= 2 ri'; ri = ii 1^2, rj = i,l^2. 

Sodann für die Hyperbel. Bei denselben übrigen Be- 
zeichnungen haben wir den äusseren Aehnlichkeitspunkt E der 
Kreise, mit den Abständen e^^e^ von Ci und Cg und den zu- 
gehörigen Potenzkreis vom Badius EF = r^\ und es ist (ri— r^) : 
o — . — . _ 2cri _ 2c r, 

ei r j = e, Ti , ri — ra = 2a der Hauptaxe. 

Also Ci Ca =; ^-Ta = — ä ♦*! »"f Die Potenz des äusscm 

Aehnlichkeitspunktes JE7 ist i?« = »"e' = (ßj — rj (e, + r,) = 

rc» .1 c»— a« 

= e, Ca - ri ra = r^ r^ |^ - 1| = r^ ra -^y— 

Mit c: a = e, der numerischen Excentricität, ist ei e, = e*ri r,, 
re* = (e« — 1) fi r, = ( 1 — -^ ) Ci ea ; auch e = ^ = ^, und 

Ti — fa =(^1 — ea):e = 2c:e = 2a wie oben. 

Hier ist der durch die Normale halbirte Winkel der Neben- 
winkel des Winkels bei Pim Dreieck Ci PCa ; also ist der cos. 

seiner Hälfte nach der Begel sin ^ = l/ ^^-^K^ " g) zu berech- 
nen und ist also cos i (r, , ra ) = ]/EEri±MEEri±E)=^ 
f 4rira 

= ^ , wenn 6» = c* — a* gesetzt wird. 

Die besondere Hyperbel e* = 2 ist die gleichseitige mit 
Ci Ca =2ri r,, r' = ri ra = ^ ^i ^«5 ♦'i ^2==ei,ra 1^2 = ea- 
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Die Normale ist das geometrische Mittel der Badien vectoren 
und daher dem Radius gleich^ wie beim Kreise. 

Die Zusammenfassung beider Fälle in den beiden confokalen 
Kegelschnitten durch P, P* liefert sodann für Ji und E^ als 
die Schnitte von PJ und PE mit der Nebenaxe durch die 
ähnlichen Dreiecke MJJi , MEx jE7, PJE^ PE^ «7i noch eine 
Fülle von Beziehungen: ME, M J =:^ Ei M, M Ji = c*, 

PJ. PJ, = PE, PE, = ^^^.^ etc. 

Die numerische Excentricität ist in jedem Falle die 
Tangente des Winkels, den die Verbindungslinie der Kegel- 
spitzen mit deren Axen macht, für die Ellipse kleiner, für die 
Hyperbel grösser als Eins. 

Bei dem Formulieren der im Vorigen enthaltenen Sätze 
halte ich mich nicht auf und bemerke nur, dass bei Steiner den 
Bezeichnungen rj, r^ ; ii, e, ; n entsprechen a,b\aiyhx\d und dass 

die Constante -^ — 1 bei der Ellipse, 1 , bei der Hyperbel 

durch gi bezeichnet ist. Doch ist Steiners e der reciproke Werth 

des meinigen e = — und also e* — 1 resp. 1 — c* die Steiner'sche 

Constante in seiner Bezeichnung. 

Während bei Steiner und noch mehr z.B. beiBaltzer, 
der ein Beispiel hierzu in seine analytische Geometrie auf- 
genommen hat, der Kegelschnitt als der Ort deduciert wird, der 
rücksichtlich seiner Normalen und zweier festen (Brenn-) Punkte 
die vorausgesetzte Eigenschaft ri* = *i i, g resp. re* = exej2 
hat, gibt unsere Entwickelung sich als eine Untersuchung der 
Normalen der Kegelschnitte. Und sie leitet zugleich zwei zu- 
sammenhängende, wenn auch äusserlich durch den Zeitraum 
von fünf Jahren getrennte, grosse Abhandlungen Steiners aus 
einer und derselben Anschauung ab, die auch die ganze Theorie 
der Kegelschnitte aus Kreissystemen überhaupt mit vielem ande- 
ren umfasst. 

Dabei erschien mir noch die Art und Weise von besonderem 
Interesse, wie sie für den Fall der Nichtrealität eines 
oder beider doppelt berührenden Kreise die entsprechenden 
modificirten Relationen liefert. 
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Kurz, ich hielt immer grosse Stücke auf diese Anschauung 
und hatte seit 1879 noch etwas Besonderes mit ihr vor, 
womit ich nun zu spät kommen werde; ich hatte ein wenig 
darauf gerechnet, dass, ebenso wie die Idee der Cyklographie 
mir durch so viele Jahre nicht weg genommen worden war, 
auch die in meinen Gedanken damit verbundene andere mir 
verbleiben würde, bis ich die Zeit zu vollständiger Ausführung 
fände. Es handelt sich um eine neue geometrische Ver- 
anschaulichung der Quaternionen in solcher Weise, dass 
als Speciallfall daraus die Gauss'sche Darstellung der gewöhn- 
lichen complexen Grössen hervorgehe und zugleich die Nicht- 
existenz einer Zwischenstufe ersichtlich werde. 

Die Quaternionen sind bekanntlich complexe Zahlen aus 
vier irreducibeln Einheiten, der reellen und drei imaginären, 
und sie wurden vor ca. 40 Jahren von W. R. Hamilton, dem 
Astronomen von Dublin, erdacht und für geometrische und 
physikalische Erörterungen von ihm und andern, wie Tait, 
Everett, Clifford vielfach verwandt; ihre analytische Be- 
rechtigung ward von Weierstrass bestritten bis Houel in 
Frankreich und unser Hr. College Frobenius sie nachwiesen. 
Ich hatte sie in einem Anhang zur AnaJ. Geom. d. R. nach 
Salmon behandelt, ehe man ihnen bei uns Interesse zuwendete, 
und ich habe erst in der 3. Auflage dieses Werkes, nachdem 
jener Nachweis vorlag und das Interesse der Mathematiker 
mehr auf die Quaternionen gelenkt war, diesen Anhang unter- 
drückt. Seitdem sind Hamilton's nachgelassene „Elements", 
ebenso wie auch Taits Quaternions übersetzt worden und wir 
haben eine Reihe kürzerer Darstellungen der Sache erhalten. 

Nun hat Gauss seinerzeit die übliche geometrische Dar- 
stellung der gewöhnlichen Complexen bei Gelegenheit der Kopen- 
hagener Preisaufgabe über die in den kleinsten Theilen ähnliche 
oder die conforme Abbildung der Kugel auf die Ebene, also 
ursprünglich auf der Kugel, entwickelt; die Darstellung in der 
Ebene ist eine Uebertragung durch reciproke Radien und dem 
dem Anfangspunkt gegenüberliegenden Punkt auf der Kugel, dem 
entferntesten und dem Projectionscentrum der stereographischen 
Projection, entspricht dabei wie man sagt — ohne dass dies 
darum in der Ebene zulässig wäre — der unendlich ferne Punkt, 
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eigentlich die ganze unendlich ferne Gerade. Nun ist nach 
der Methode der Cyklographie der Bildkreis eines Raumpunktes 
auf der Ebene wie auf der Kugel der Schnitt derselben mit einer 
durch ihn gehenden die Ebene resp. die Kugel orthogonal durch- 
schneidenden Kugel. Im Hinblick auf die grosse Leichtigkeit 
und Evidenz, mit der in meiner Anschauung das Imaginäre ver- 
anschaulicht wird, verknüpfte ich nun damit die Idee einer 
geometrischen Veranschaulichung der Quaternionen 
durch die Kugeln des Raumes. Ist «0+«! h + «2*8 +«8 ia 
eine Quatemion, so seien cti^a^^a^ die Coordinaten des Mittel- 
punktes der Kugel in einem orthogonalen Coordinatensystem 
und «0 ihr Radius oder der mit 1^—1 multiplicirte Radius. Bildet 
man dann die Norm N^^ so hat man cf© * + ofi* + «^ + a*, oder 
—«0* + . . • je nachdem, und erhält somit für constante Norm 
im ersten Falle die Gesammtheit der reellen Kugeln, die von 
einer um den Anfangspunkt mit dem Radius N beschriebenen 
Kugel diametral geschnitten werden, etc. Den Einfluss dieser 
Darstellung hier auszuführen ist nicht möglich und ich beab- 
sichtige auch überhaupt nicht mehr, es zu thun, nachdem im letzt- 
ausgegebenen Hefte der „Math. Annalen" Herr C. Stephanos 
wesentlich dieselbe Idee in einem Briefe an F. Kl ein mitgetheilt 
hat und die weitere Ausführung von ihm wohl zu erwarten 
steht. Ich erlaube mir nur die Erwähnung, dass ich meine 
Idee im Sommer 1879 und von da ab vielfach in Gesprächen 
entwickelt habe, wie mir die Herren CoUegen Prof. Dr. Weilen- 
mann, Dr. Keller und Dr. Beyel unter den Anwesenden be- 
stätigen werden. 
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VI. Die Curven vierter Ordnung oder Glosse vom Geschlecht 
Eins nach darstellend geometrischer Methode. 

In der Versammlung vom 28. Juli 1883 habe ich 
unter Vorweisung und zur Erläuterung von Modellen die 
Darstellungen der Durchdringungscurve von Flächen^weiten 
Grades im Sinne der Ueberschrift besprochen, als Curven 
vierter Ordnung vom Geschlecht Eins oder mit zwei Doppel- 
punkten; und sodann speciell die einfachsten Bilder der 
Curve hervorgehoben, welche möglich sind, nämlich die 
Centralprojectionen aus den vier Punkten des gemeinsamen 
Quadrupels harmonischer Pole für die sich durchdringen- 
den Flächen, welche Kegelschnitte äind; das Letztere, um 
eine daraus entspringende projectivische Beziehung zwi- 
schen den Kegelschnitten eines Büschels und denen der 
Schaar aus zweien unter ihnen auseinander zu setzen, 
welche sich bei Flächen zweiten Grades wiederholt. Wie 
die allgemeine Frage, so war auch diese specielle seit 
lange Gegenstand meiner Untersuchungen, mehrfach er- 
örtert in meinem mathematischen Seminar und um jene 
Zeit zugleich bearbeitet in dem Manuscript für die 3. Auf- 
lage meines Buches »Die darstellende Geometrie in org. 
Verbindung mit der Geometrie der Lage«, Bd. IL Vergl. 
§§ 25 f., 46 das. Ich halte es nicht für überflüssig, hier 
die wesentlichen Punkte dieser Erörterung in Kürze an- 
zugeben, die sich am vollständigsten und einfachsten dar- 
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stellen lassen an dem Falle der Durchdringung von zwei 
reellen Kegelflächen zweiten Grades. 

Algebraische ebene Curven, deren Geschlecht Eins 
nicht übersteigt, sind ausser den Kegelschnitten und den 
Curven dritter Ordnung resp. Classe zunächst diejenigen 
Curven vierter Ordnung oder Classe, welche zwei Doppel- 
punkte resp. zwei Doppeltangenten besitzen. Es wird ge- 
nügen, nur von den Curven 3. und 4. Ordnung zu sprechen 
und die dual entsprechenden Fälle unbesprochen zu lassen; 
aber es soll nicht übersehen werden, dass es sich in diesem 
Sinne eigentlich um die projicirenden Kegel der betrach- 
teten Raumcurve handelt, deren jeder dann jpit jeder be- 
liebigen Ebene des Raumes ein Bild derselben erzeugt. 

Für die Raumcurve 4. Ordnung aus zwei Flächen 
zweiten Grades sind nun nur die von den Ecken des ge- 
meinsamen Quadrupels harmonischer Pole ausgehenden pro- 
jicierenden Kegel Kegel zweiten Grades ; alle die einfach 
unendlich vielen projicierenden Kegel der Curve aus Punkten 
in ihr selbst sind Kegel dritter Ordnung und die proji- 
cierenden Kegel aus allen übrigen reellen Punkten des 
Raumes — an Zahl dreifach unendlich — sind Kegel vierter 
Ordnung, deren Geschlecht Eins nicht übersteigt, weil jeder 
derselben in den beiden geraden Erzeugenden der den 
Punkt enthaltenden Fläche des Büschels von Flächen zweiten 
Grades, das durch die Curve geht, welche von jenem ausgehen, 
zwei Biseklanten der Curve oder zwei Doppelerzeugende 
besitzt; auch wenn diese nicht selbst reell sind, ist es 
doch immer ihre Verbindungsebene, die Tangentialebene 
der besagten Fläche im betrachteten Punkte. 

Bezeichnet man unter ^ und v die Ordnung und Classe, 
durch 8 und t die Zahl der Doppelerzeugenden und resp. 
der Doppeltangentialebenen, sowie durch x und i die Zahlen 
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der stationären Erzeugenden und resp. Tangentialebenen, 
so sind die wesentlich verschiedenen Kegel dritter und 
vierter Ordnung, deren Geschlecht Eins nicht übersteigt, 
die von folgenden zehn Gruppen von Charakteren. 
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Unter ihnen sind die Kegel oder Gurven in II, III 
und in YII bis X rational ; die übrigen vom Geschlecht Eins. 

In den Fällen der Kegel und Curven vierter Ordnung 
gehen aber überdies aus der möglichen Vereinigung der 
Doppelerzeugenden etc. untereinander oder mit Rückkehr- 
erzeugenden etc. besondere Formen hervor, die hervor- 
gehoben werden müssen. (Vergl. Salmon-Fiedler, »Analyt. 
Geom. der höheren ebenen Curven«, 2. Aufl., p. 279 f.) 
Der Bequemlichkeit wegen von den Spurcurven statt von 
den Kegeln selbst sprechend sagen wir: Wenn die singu- 
lären Punkte reell sind; so sind folgende Coincidenzen 
möglich: 

1) Zwei Doppelpunkte, die einander unendlich nahe 
rücken, bilden einen Berührungsknoten, eine gewöhn^ 
liehe z weipunktige Berührung von zwei Äesten der Curve ; 
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im Falle IV bezeichnet dann d = 2 den Bertthrungsknoten 
und r = 8 die doppelt zählende Doppel-Tangente in diesem 
und sechs andere Doppeltangenten, während im Falle YIII 
ausser jener nur noch zwei andere Doppeltangenten exi- 
stiren. 

2) Ein Doppelpunkt und ein Rückkefarpunkt erzeugen 
durch ihre Vereinigung eine Schnabel- oder Knoten-Spitze, 
deren Tangente einmal als Doppeltangente and einmal als 
stationäre Tangente zählt; in den Fällen V, VIE, IX be- 
zeichnet also diese Spitze je einen Doppel- und einen Rück- 
kehrpunkt ; im Falle V gibt es noch drei andere Doppel- 
tangenten und neun andere Inflexionstangenten, im Falle 
Vin noch eine und drei resp. und im Falle IX keine an- 
dere Doppeltangente und nur noch eine stationäre Tan- 
gente. 

3) Das Zusammenrücken von drei Doppelpunkten an 
einer Stelle von endlicher Krümmung erzeugt einen Os- 
culationsknoten, eine Stelleder dreipunktigen Berüh- 
rung oder Osculation zwischen zwei Aesten der Curve; 
die zug^6rige Tangente zählt dreifach als Doppeltangente 
und es gibt daher ausser ihr nur noch eine andere Doppel- 
tangente (VII). 

4) Wenn in derselben Weise zwei Doppelpunkte und 
ein stationärer Punkt zu Nachbarn werden, so entsteht 
die Berührungsknotenspitze, ein vierpunktiger Schnitt 
der beiden Aeste der Curve, die sich in einer Spitze 
verbinden ; die entsprechende Tangente zählt als Doppel- 
tangente zweifach und es existirt daher (VIII) keine an- 
dere Doppeltangente; und sie zählt als stationäre Tan- 
gente einfach, so dass noch drei andere Inflexionen vor^ 
banden sind. 

Ueberdiess können in VII die drei Doppelpunkte als 
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Ecken eines unendlich kleinen Dreiecks zusammenfallen, 
oder ebenso in VII die zwei Doppelpunkte mit der Spitze, 
oder in IX die zwei Spitzen mit dem Knotenpunkt; woraus 
die Formen der Curve mit dreifachem Punkt hervorgehen, 
welche nicht hieher gehören, sondern zu den rationalen 
Raumcurven vierter Ordnung, die als theilweise Durch- 
dringungen aus einer Fläche zweiter mit einer Fläche dritter 
Ordnung entstehen und für die daher alle geraden Mantel- 
linien der ersten dreifach schneidende Sekanten sind. 

Am a. 0. p. 285 ist auch der in Curven vierter Ord- 
nung zuerst mögliche Singularität der Undulation, d. h. 
der vierpunktigen Berührung mit einer Geraden gedacht ; 
diese Tangente vertritt zwei Inflexionstangenten und eine 
Doppeltangente. 

In dem Büschel von Flächen zweiten Grades, welches 
durch die Durchdringungscurve von zwei solchen Flächen 
geht, bilden die doppelt projicierenden Kegel die Ueber- 
gangsformen von den einfachen zu den zweifachen Hyper- 
boloiden. FiUthält dasselbe, wie bei den Eindringungen 
oder eintheiligen Durchdringungen, nur zwei reelle 
Kegel, Kl und Zg, so bildet der eine derselben den Ueber- 
gang von einer Reihe der einfachen Hyperboloide zur Reihe 
der zweifachen und der andere den Uebergang von dieser 
wieder zu jener; enthält er der Kegel vier, wie bei den 
eigentlichen oder zweitheiligen Durchdringungen, so 
treten zwei Reihen jy^, Hi2 einfacher und zwei Reihen 
H21, H22 zweifacher Hyperboloide im Büschel auf und 
wenn der erste Kegel den Uebergang bildet von der Reihe 
Uli zu der Reihe H^i, der zweite von H21 zu -H^g, so 
gibt der dritte den von /r,2 zu H22 und der vierte den 
von ^2 2 zu Hii zurück. Enthält das Büschel keine reellen 
Kegel, so besteht es aus lauter einfachen Hyperbo- 
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loiden. Im Falle von vier reellen Kegeln sind alle Ecken, 
Kanten und Flächen des gemeinsamen Quadrupels reell; 
wenn nur zwei der Kegel reell sind, so sind zwei Ecken 
und zwei Flächen, sowie die zwei Kanten reell, in deren 
einer jene liegen und in deren anderer diese sich schnei- 
den. Im Büschel ohne reelle Kegel gibt es keine reellen 
Ecken und keine reellen Flächen des Quadrupels; nur ein 
Paar von Gegenkanten desselben bleiben reell, zwei Ge- 
rade, welche in Bezug auf alle Flächen de§ Büschels zu 
einander polar sind. Die reellen Ebenen des Quadrupels 
sind die Ebenen der Doppelcurven oder Selbstdurchdrin- 
gungen der Tangentenfläche der Curve, Curven vierter 
Ordnung, welche Doppelinflexionsknoten in den Ecken des 
Quadrupels haben ; bei nur zwei reellen Kegeln sind auch 
nur die beiden Doppelcurven in den ihren Spitzen gegen- 
überliegenden reellen Quadrupelebenen reell ; und die Durch- 
dringungscurve des nur aus einfachen Hyperboloiden be- 
stehenden Büschels hat wie keine reellen Kegel auch keine 
reellen Doppelcurven. (Vergl. meine »Darstell. Geom.«, 
8. Aufl. n, § 450 

Die Lage des Centrums, von welchem ausdieDurch- 
dringungscurve projiciert wird, entscheidet nun über die 
Eigenschaften des projicierenden Kegels. Liegt es in der 
Region der einfachen Hjperboloide des Büschels, 
so hat der Kegel zwei reelle Doppelkanten und längs jeder 
derselben zwei verschiedene Tangentialebenen, nämlich die 
projicierenden Ebenen der Tangenten der Curve in ihren 
Schnittpunkten mit der betreflfenden Doppelkante ; während 
für die Lage in der Region der zweifachen Hyper- 
boloide nur die Verbindungsebene derselben reell ist. 
Es findet also stets das erste statt, wenn das Büschel keine 
reellen Kegel enthält (IV). Im andern Falle findet durch 

XXIX. 4. 22 
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die Mäntel der Kegel hindurch der Uebergang aus der 
einen Begion in die andere statt. Für die Lage des Gen- 
trums in einem beliebigen Punkte auf dem Mantel eines 
doppelt proji Gierenden Kegels rücken die beiden Dop- 
pelkapten unendlich nahe zusammen und es findet Selbst- 
berührung des Kegels längs der entsprechenden Mantel- 
linie statt. 

Liegt das Projectionscentrum auf der Tangenten- 
fläche der Curve (vergl. »Darstell. Geom.«, a. a. O., 
§ 24), also in einer Tangente derselben, so ist diese selbst 
die eine Doppelkante ; weil aber die projicierenden Ebenen 
der zu ihren beiden Schnittpunkten mit der Curve ge- 
hörigen Tangenten sich in der zugehörigen Tangential- 
ebene der entwickelbaren Fläche vereinigen, so ist diese 
Doppelkante zur Rückkehrkante geworden und es bleibt 
nur eine eigentliche nothwendig reelle Doppelkante übrig 
(V). Vier Doppeltangentialebenen und zwei stationäre Tan- 
gentialebenen verschwinden dafür. 

Mit der Lage in einer Doppelcurve der Tangen- 
tenfläche werden beide Doppelkanten des projicierenden 
Kegels zu Rückkehrkanten in den zugehörigen Mantellinien 
von jener und mit den zugehörigen Tangentialebenen als 
Rückkehrtangentialebenen (VI). Im Falle des Büschels 
ohne reelle Kegel kann aucli dies nicht eintreten. 

Dagegen kann in allen Fällen einer reellen Durch- 
dringung das Projectionscentrum auf der Curve selbst 
genommen werden ; der projicierende Kegel ist dann nur 
von der dritten Ordnung nach der Zahl der Schnittpunkte, 
die eine durch das Centrum gehende Ebene noch ausser 
ihm mit der Curve gemein hat ; seine Classe ist um zwei 
und die Zahl seiner Inflexionstangentialebenen um drei ver- 
mindert, weil im Centrum zwei Tangenten der Curve und 
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drei Schmiegungsebenen derselben sich schneiden, die in 
ihm selbst berühren. Desshalb erscheinen auch keine sin- 
gulären Punkte und keine Doppeltangentialebenen mehr 
und man erhält den Fall I. 

Der auch stets mögliche Fall der Lage in einer Kante 
des Quadrupels hat keine in der Tafel der Charaktere 
erscheinende Veränderung zur Folge ; ebenso die Lage in 
einer Quadrupelfläche, welche in jedem der Fälle mit 
reellen Kegeln möglich ist. 

In diesem Falle kann aber das Centrum tiberdiess nicht 
nur in einer Ecke des Quadrupels speziell gewählt 
werden, sondern auch in einer der Mantellinien eines 
doppelt projicierenden Kegels, welche zugleich 
Tangenten der Curve sind oder auch ihrer develop- 
pablen Fläche angehören. Offenbar werden sich dann die 
Eigenthümlichkeiten der projicierenden Kegel vereinigt 
zeigen, welche beiden Fällen einzeln zukommen, also der 
Berührungsknoten und der Rückkehrpunkt vor Allen, so 
dass der Fall II entsteht. 

Da dieCurveacht reelle stationäreSchmiegungs- 
ebenen haben kann, und für die Lage des Centrums in 
einer derselben diese für zwei der durch dasselbe gehen- 
den Schmiegungsebenen oder derinflexionstangentialebenen 
des zugehörigen projicierenden Kegels zählt, so erhalten 
wir hier eine vierstrahlig berührende Doppelinflexionstan- 
gentialebene des Kegels oder eine Undulationskante 
desselben. Es ist klar, dass in den Punkten ihrer Schnitt- 
linien zu zweien dies zweimal und in ihren Schnittpunkten 
zu dreien dreimal geschieht ; unter diesen letzteren Punkten 
sind die Spitzen der doppelt projicierenden Kegel, durch 
welche je noch eine vierte der stationären Ebenen geht — 
oder im Falle der Curve vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
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punkten bedingt die vierfache Undulation den üebergang 
in einen doppelt zäMenden Kegelschnitt oder überall Un- 
dulation. Die Lage in der Tangente der Curve, längs 
welcher die stationäre Ebene die Developpable berührt, 
macht die Undalationsstelle des Bildes zu einer Spitze 
zweiter Art oder Schnabelspitze. (»Darstellende Geom.* 
a. a. 0. § 24, .2.) Für die Durchdringung ohne reelle Kegel 
sind auch diese Specialitäten nicht möglich. 

Während nun dies Alles von der Durchdringung 
ohne singulären Punkt gilt, erinnern wir jetzt, dass 
dieselbe auch entweder selbst einen Doppelpunkt, und 
zwar als Knoten oder isolirt, oder einen stationären 
Punkt besitzen kann, der für jede Lage des Projections- 
centrums ausser ihm selbst eine Doppel- resp. Rückkehr- 
kante des projicierenden Kegels hervorruft. Es ist ersicht- 
lich, dass die Fälle VII bis X sich hieran anschliesen. Die 
Curve mit Doppelpunkt wird für beliebige Lage des 
Centrums einen projicierenden Kegel mit drei Doppelkanten 
(VII) liefern, von denen stets wenigstens eine und dazu 
die Verbindungsebene der beiden andern reell ist. Der 
Lage des Centrums in der Tangentenfläche der Curve ent- 
spricht der üebergang von einer dieser Doppelkanten in 
eine Rückkehrkante (VIII) und der Lage in einer Doppel- 
curve der Tangentenfläche (»Darstell. Geom.« a. a. 0. § 25) 
der üebergang beider in Rückkehrkanten, also IX. Hat 
die Curve aber selbst einen stationären Punkt, so er- 
scheint sie von jedem Centrum von allgemeiner Lage aus 
als Curve vierter Ordnung mit einer Spitze und zwei Dop- 
pelpunkten, welche entweder selbst reell sind oder doch 
eine reelle Verbindungsgerade haben (VIII). Aus dem 
Punkte einer Tangente resp. dem Schnittpunkt von zwei 
nicht benachbarten Tangenten erscheint sie aber als Curve 
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mit zwei Spitzen und einem Doppelpunkt (IX) oder als 
Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen (X). Und wieder 
rücken für ein Centnim im Mantel eines doppelt projicie- 
renden Kegels die Doppelpunkte zum Berührungsknoten 
zusammen und es ist offenbar, dass dabei unterschieden 
werden muss, zwischen der Lage im Mantel des (doppelt 
oder dreifach zählenden) uneigentlichen, doppelt projicie- 
renden Kegels, der den singulären Punkt der Raumcurve 
zur Spitze hat, und der Lage im Mantel eines der beiden 
eigentlich doppelt berührenden Kegel resp. des einzigen 
eigentlichen Kegels dieser Art. Endlich wird wieder die 
Lage in einer der die Durchdringung berührenden Mantel- 
linien eines dieser Kegel den speciellsten Fall hiezu bilden. 

Die Lage aufderDurchdringungscurve selbst zu- 
letzt liefert einen projicierenden Kegel dritter Ordnung mit 
singulärer Kante, also dem Falle II resp. III entsprechend 
für eine Durchdringung mit Doppelpunkt resp. mit statio- 
närem Punkt. 

Es bleibt übrig, anzugeben, wie in der darstel- 
lend geometrischen Disposition sich die speciel- 
len Lagen des Centrums ausprägen und es mag ge- 
nügen, das für den Fall der Durchdringung aus zwei reellen 
Kegeln zu erläutern ; denn in diesem sind alle die zur Er- 
örterung gekommenen Lagen wirklich möglich. Die Lage 
in einer Quadrupelfläche resp. -Kante übergehe ich, ebenso 
wie die in einer stationären Ebene. Die Lage in der zu- 
gehörigen Tangente entspricht der Vereinigung der beiden 
folgenden Hauptfälle : Lage in der Tangentenfläche, resp. 
im Mantel eines doppelt projicierenden Kegels. Seien Mi 
und M2 die Mittelpunkte und Li, L^ die Spurkegelschnitte 
der Kegel, seist das Projectionscentrum ein Punkt 
in der Tangentenfläche der Durchdringung, wenn eine 
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der vier Geraden, die den BeiUhningspunkt einer Umriss- 
kante von Jfj , L^ an L^ mit dem einer Umrisskante von 
-Jfj,, L^ an L^ verbinden, durch dej3 Durchstosspunkt 8 
der Geraden M^ M^ in der Bildebene geht. (Vergl .a. a. O. 
Fig. 47 und § 26.) Der Schnitt der bezeichneten Umriss- 
kantenprojectionen ist der stationäre Punkt des Bildes. 
Das Centrum liegt also in zwei nicht benachbarten Tan- 
genten der Durchdringung, wenn der Durchstosspunkt 8 
der Verbindungslinie der Spitzen der Schnitt von zweien 
der vorbezeichneten vier geraden Linien ist. 

Das Centrum liegt im Mantel eines doppelt- 
projicierenden Kegels, wenn das Bild seiner Spitze 
ein Punkt seines Spurkegelschnittes ist ; dieser Punkt wird 
zum Berührungsknoten des Bildes der Durchdringung. 

Ist dies für zwei sich durchdringende Kegel der Fall, 
so liegt das Projectionscentrum in der Durchdrin- 
gungscurve und ihr Bild wird zur allgemeinen Curve 
dritter Ordnung. 

Die Construction des Bildes zeigt uns aber in diesem 
Falle zwei involutorische Strahlenbüschel aus den Scheiteln 
M^' in -Li und M^* in L^^ welche denselben Punkt 8 in 
der Verbindungsgeraden der Scheitel zum Pol in L^ und 
L^ haben; die Strahlenpaare derselben, welche durch das 
Sehnenbtischel der Hilfsebenenspuren einander projectivisch 
zugeordnet sind, erzeugen durch ihre Schnittpunkte die 
Projection der Curve. Es ist die Construction der Curve 
dritter Ordnung aus zwei projectivischen Involutionen, deren 
gemeinsamer Strahl zwei entsprechenden Paaren angehört. 

Wenn wir bemerken, dass eine Fläche zweiten Grades 
aus einem ihrer Punkte als Centrum durch die Kegel- 
schnitte dargestellt werden kann, welche ihre ebenen Quer- 
schnitte abbilden, nämlich die Kegelschnitte der Tafel, 
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welche in einer gegebenen Geraden eine gegebene Invo- 
lution harmonischer Pole haben, so ist es nicht schwer, 
die Durchdringung von zwei Flächen zweiten Grades aus 
einem ihrer Punkte allgemein darzustellen. (»Dargtell. 
Geom.« a. a. 0. § 41 und § 45,30.) 

Aber die wirkliche Durchführung aller im Früheren 
berührten Dispositionen würde zu weit führen. Ich wollte 
auch hier eine eingehende Untersuchung nur mehr dis- 
poniren als ausführen. Dieselbe führt zu einer Menge 
interessanter und nützlicher Ergebnisse. 

VIL Drei gleichseitige Botationshyperlohide desselben 

Büschels. 

Wenn die Axe des ersten Hyperboloides die Axe z und 
seine Hauptebene die Ebene xy ist, während die Axen der 
beiden anderen in den Abständen c^ und c^ von z in xz 
und ihre Hauptebenen in den Abständen d^, d^ von xy 
Jiegen, so sind ihre Gleichungen 

und die Ebenen der Durchdringungen des ersten mit dem 
zweiten und resp. dritten sind 

sie haben die gleiche Stellung, wenn 

d^:Cs = d^ iCi f 

d. h. wenn die Mittelpunkte der drei Flächen in einer Ge- 
raden liegen, und die gleiche Spur in xy, wenn 

oder 

ist. Mit ^1=^2 — dg und c^^c^—c^ erhält man, der Ver- 
legung des Goordinatenanfangs in den Mittelpunkt des zwei- 
ten und resp. dritten Hyperboloides entsprechend, durch 
Vertauschung von 1 mit 2 und Wechsel des Zeichens bei 
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3 und nachher von 2 mit 3 und Wechsel des Zeichens bei 
1 zwei weitere Bedingungsgleichungen. Sie genügen zur 
Bestimmung von cZ^ ', . . und man erhält 

äx'=;^S, d,*=^S, d^=^S mit 5=c,cc8-c,n«+cr,«.c,r,«, 

C]C8 ^Z^i W*^ 

oder mit einem Wechsel des Zeichens bei c^, sodass dann 
Ci+C2 + C3 = ist 

di^ = -^S für iSf=CiC,Cj+Ciri»+C8r3,*4-Q»»*a'. 

CjCh 

Nach diesen Bestimmungen ist die Orthogonalprojection des 
Durchdringungskegelschnittes in der Richtung der Flächen- 
axen der Kegelschnitt, welcher die Projectionen der 
drei Hauptkreise, d. h. irgend drei Kreise von einerlei 
Centrale je doppelt berührt. Die Fälle von einfachen 
und zweifachen Hyperboloiden, sowie von Kugeln als den 
sich durchdringenden Flächen sind darin eingeschlossen ; 
die zweifachen Hyperboloide entsprechen den negativen Wer- 
then der Radienquadrate ri, r\ oder rl\ die Kugeln demnega* 
tiven Werth der Summe S, welcher die (ß negativ macht und 
damit den Gliedern mit {z—d^^ in den Gleichungen das posi- 
tive Zeichen giebt. (Vergl. weiterhin IX, p. 362 f.) 

Man zieht aus den Bedingungen die allgemeinen Re- 
lationen 






2 



man erhält für d\ = c% d5= \ c] und d]==2c] resp. den 
doppelt berührenden Kegelschnitt als Parabel, gleichseitige 
Hyperbel und gleichseitige Ellipse respective, fllr verschwin- 
dende Ci, womit die dt unbestimmt werden, als Kreis — 
letzteres weil concentrische Kreise einander in unendlicher 
Feme doppelt berühren. 
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Beispielsweise sind für die Ellipse resp. Hyperbel 

^±-^ = 1 mit c^ = a^Th' resp. 

die reellen Brennpunkte und der Kreis aus dem Mittel- 
punkte mit dem Radius h resp. ib und wieder die ima- 
ginären Brennpunkte und der Kreis aus dem Mittelpunkt 
mit dem Radius a ein Tripel doppelt berührender Kreise 
unserer Art. Man hat im ersten Falle für die Ellipse 
^1 = ^3 = 0, r2 = hy C3=c = Ci, C2 = — 2c, also S=2a^c 
und dl=dl = a^, dl = (2ay; letzteres der alte Satz von 
der Summe der Radien vectoren , ersteres aber der neue 
Satz: Die Tangente vom Ellipsenpunkt an den über der 
Nebenaxe als Durchmesser beschriebenen Kreis hat mit 
dem einen Radius vector des Punktes die grosse Halbaxe 
zur Summe und mit dem andern zur Differenz. Für die 
Hyperbel ist im ersten Falle r^ = rg = 0, rg = i 6 , Cj = Cg == c, 
^3 = -- 2c und somit S= — 2ca^ und ö!?=cß=rt*, d2=(2a)*; 
man hat bei der Formulierung des neuen Satzes nur zu 
beachten, dass der Kreis K^ hier rein imaginär ist, so dass 
(vergl. IX) die orthogonal schneidenden Kreise in diametral 
schneidende übergehen. Im Fall der imaginären Brenn- 
punkte hat man Ci = C8 = ic und C3 = — 2ic, r*i=r3 = 0, 
r,=a und daher /S'=2ic(c*— a*)=+2ic&^ oder dl=dl=±h^, 
da =+(2 6)*; Relationen, welche die entsprechenden Sätze 
auf die imaginären Brennpunkte in der Nebenaxe oder auf 
einen derselben und den Kreis über der Hauptaxe als 
Durchmesser ausdehnen. Es sind die Fälle, wo zwei der 
Hyperboloide in Kegel übergegangen sind. Ist nur das 
Hyperboloid 3 ein Kegel, so ist r3 = und die Relationen 

dl = — 8 xmt Ä = Ci c« c.+Ci rl + c^rl verbinden zwei 

doppelt berührende Kreise von endlichen Radien aus Punk- 
ten derselben Axe mit einem Brennpunkt in ihr. 
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Wenn das Polynom S den Werth Null hat, so sind 
die di = 0, die Hyperboloide haben die nämliche Haupt- 
ebene, ihre gemeinschaftliche Durchdringung ist eine gleich- 
seitige Hyperbel in zur Centrale x normaler Ebene, die 
sich in der Potenzlinie des Büschels der Hauptkreise pro- 
jiciert. Der doppelt berührende Kegelschnitt zu den drei 
Hauptkreisprojectionen ist die doppelt zählende Potenzlinie 
derselben; für das Büschel mit Grenzpunkten die ganze 
Potenzlinie, für das. mit Grundpunkten das äussere unend- 
lich grosse Segmient derselben. Für drei Kreise eines 
Büschels ist somit bei — 'C2 = Ci4-C3 

CiCgCs + Cifi* + c,rj» + Csrs' = oder 



^l^J^ + J^+ -' 



CjCs CaCi CiCf 

Für ^3 = erhält man zwischen einem Grenzpunkt 
und zwei Kreisen des Büschels die Beziehung 

— Cs = — - H- -— 

und für r^ = 0^ rg = zwischen beiden Grenzpunkten und 
einem. Kreise desselben 

wonach die Grenzpunkte inverse Punkte für jeden 
Kreis des Büschels sind. Allgemein ergiebt sich für 
die Distanzen Cj , Cj , c^ eines beliebigen Punktes von den 
Mittelpunkten der Kreise 1, 2, 3 des Büschels als von drei 
Punkten einer Geraden sofort die Relation 

und aus ihr durch Verbindung mit 

die Relation zwischen den Potenzen eines Punk- 
tes in Bezug auf drei Kreise desselben Büschels 
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Für einen Punkt des dritten Kreises ergiebt sich daraus 

CiPi^ + C2Pi^==0 oder Pi^:p^^ = — c^:ci, 

die Definition und Construction eines Kreises im 
Büschel von zwei Kreisen als Ort der Punkte von 
constantem Verhältniss der bezüglichen Poten- 
zen; etc. 

Schneidet ein Kreis vom Mittelpunkte P und vom 
Radius r drei Kreise eines Büschels in X, F, Z und be- 
stimmen die Radien PX, PT, PZ auf ihnen die zweiten 
Schnittpunkte Z', Y\ Z\ so liefern die Potenzen von 1^ 
die Relation 

Ci . PX . FX' -f Ca . PF. FY' + c^^FZ. FZ' = oder 

c,r(r+XX') + C8r(r+rr)4 C8r(r+ZZ') = d. h. 

r* (ci + Cj + Cs) + r (cj XX' + c, YY' + c, Z^') = 0, also 

ci XX' + c, rr' + C3 j^^' = . 

Für 01, ^2» ^3 ^Is die Schnittwinkel von r mit den 
drei Kreisen des Büschels respective ist aber XX'=Zr^ cos ^s^ , 
YY* = 2r2 cos ^a, ZZ' == 2r^ cos ög und somit auch 

Ci rj cos öj -f- Cj r, cos <Fj + Cs r, cos e^ = 0, 

wieder eine Formel von wichtigen Consequenzen. Für 
<Ji = 90 ^ und ^2 = 90 ® giebt sie auch (J, = 90 <^ und damit 
die Lehre vom conjugierten Büschel zu dem gegebenen 
Büschel. Für cos ög = 

Cifi cos (Ti -f- Cafj cos <jg = oder Cj : Ci = — r cos «i : r, cos ffj , 

die Bestimmung des orthogonal schneidenden Krei- 
ses im Büschel aus den unter 6^ und o^ schneiden- 
den Kreisen; insbesondere 6^ = 0^ oder 6^ = 180 — ^2 
noch CgiCi = ^^rjtra, d.h. die gleichwinklig schnei- 
denden zu zwei Kreisen schneiden den inneren 
undresp. den äusseren Potenzkreis derselben ortho- 
gonal. Mit cos <^3 = + 1 folgt ebenso 

Ci r, cos <Ji + Cafj cos o^±,Csrs = ^ 
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die Bestimmung der Kreise eines Büschels, die 
einen beliebigen Kreis berühren, aus zwei Krei- 
sen desselben, die ihn unter den Winkeln öj, <J, 
resp. schneiden; etc. Aber man weiss, wie alle diese 
Beziehungen, von denen die letzten in ähnlicher Ableitung 
auch sonst schon bekannt sind, völlig direct durch die 
Methode der Cyklographie geliefert werden. 

Daher nur noch die Bemerkung, dass diese kleine 
Untersuchung zur Berichtigung einer augenscheinlich un- 
richtigen Formelgruppe bei J. Steiner (»Journal von 
Grelle« Bd. 45, p. 203 f., vergl. »Werke« II, p. 461 und 
740) gemacht worden ist. 

Vm. lieber die developpabU Fläche von 45 ° Oefölle durch 

einen Kegelschnitt und gegen seine Ebene. — Erklärung 

eines vorgelegten Fadenmodells der Fläche. 

In meiner Mittheilung vom 17. December 1883 habe 
ich die zahlreichen Relationen kurz erwähnt, welche zwi- 
schen den von den Axen gebildeten Abschnitten in Tangente 
und Normale eines Kegelschnittes im nämlichen Punkte 
und den durch sie bestimmten Abschnitten in den Axen 
bestehen. Ist M der Mittelpunkt der Kegelschnitte von den 
Brennpunkten Q und Cg, welche sich in P orthogonal durch- 
schneiden und sind «7, Ji resp. E, E^ die Schnittpunkte der 
Normale und Tangente der Ellipse (also der Tangente und 
Normale der Hyperbel) mit der Haupt- und Neben-Axe 
der Kegelschnitte, deren Halbaxen für die Ellipse durch 
a, b und für die Hyperbel durch a', 6' bezeichnet werden 
mögen, so erhält man insbesondere (vergl. die Ausführung 
in »Acta Mathematica« B. V, p. 331 f., speciell p. 394 f. 

MJ=c — , EM=c—ry JiM=c-z-, MEi^c-rr', 
a a b 
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wobei noch rj und r, die Radien vectoren des Punktes P 
sind. Nach denselben ist die Relation der Ellipse a^—h^=c^ 
äquivalent mit jeder der beiden Gleichungen 



-s 



und die Relation der Hyperbel a'*+6'^=5c'* mit jeder der 
beiden andern 



itf^ _ P^ _ PEi MEi _., 

oder diese Gleichungen erhellen direct, weil sie nach den 
obigen Werthen und wegen r^ + rg = 2 a, resp. 2a' in 
Indentitäten übergehen. Da nun JP, Ji P die Radien doppelt 
berührender Kreise der Ellipse aus Punkten ihrer Haupt- 
und resp. Nebenaxe und ebenso EP^ E^ P die Radien sol- 
cher doppelt berührenden Kreise der Hyperbel sind, die 
nach der Methode der Cyklographie durch Punkte des, Rau- 
mes in den durch die Axen gehenden Normalebenen zur 
Tafelebene dargestellt werden, so sei M der Anfangspunkt, 
EJM die Axe der x und E^ M J^ die Axe der y eines 
Cartesischen rechtwinkligen Coordinatensystems, für wel- 
ches die Radien der berührenden, doppelt berührenden und 
osculierenden Kreise des Kegelschnittes als Goordinaten z 
von Raumpunkten erscheinen, die die Mittelpunkte dieser 
Kreise zu ihren Projectionen auf die Ebene xy haben. 
Dann gehen die obigen Gleichungen für die Ellipse 

-^ + ^ = 1 nnd resp. für die Hyperbel 4f — ^tt = ^ 
über in -¥- + Tr = l>-x"-a=l5 

c* &* a' er 

resp. c« ""¥«""■' ö^ c* "" 
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Die ersten beiden repräsentieren eine Ellipse in der 
Ebene xz und eine Hyperbel in der Ebene yz als räum- 
liche Repräsentanten der die gegebene Ellipse (a, 6, c) 
doppelt berührenden Kreise aus Punkten der Axen x und 
y resp.; die beiden letzten ebenso eine Hyperbel in der 
Ebene xz und eine Hyperbel in der Ebene yz als räum- 
liche Repräsentanten der die gegebene Hyperbel (a', &', c) 
doppelt berührenden Kreise aus Punkten von x und y, 
d. h. in beiden Fällen aus Punkten ihrer Haupt- und Neben- 
Axe resp. 

Denkt man alle Punkte einer Normale des Kegel- 
schnittes und ihre räumlichen Repräsentanten in diesem 
Sinne, so bilden die Letzteren die zur Ebene des Kegel- 
schnittes unter 45^ geneigten Geraden, welche die Nor- 
male zu ihrer Orthögonalprojection und deren Fusspunkt 
P im Kegelschnitt zum Durchstosspunkt m xy haben. 
Jede dieser Geraden kann angesehen werden als die Schnitt- 
linie der beiden z\k xy nach gleicher Seite unter 45 ® ge- 
neigten Ebenen, die durch die sich im Fusspunkt P be- 
gegnenden benachbarten Tangenten des Kegelschnittes 
gehen. Es sind daher die den sämmtlichen Normalen eines 
Kegelschnittes in dieser Art entsprechenden Geraden die 
Erzeugenden der entwickelbaren Fläche von dem 
Constanten Gefälle 45*^ durch den Kegelschnitt 
und zu seiner Ebene; der gegebene Kegelschnitt ist 
selbst die eineDoppelcurve dieser Fläche und die bei- 
den in den vorhergehenden Gleichungen repräsentierten 
Kegelschnitte in den Normalebenen durch seine Axen zu 
seiner Ebene sind die beiden andern Doppelcurven 
derselben im endlichen Räume. Und weil die Nor- 
malen in den beiden Endpunkten eines Durchmessers des 
Kegelschnittes zu je zwei Paaren paralleler Erzeugenden 
Anlass geben, so ist der unendlich ferne Querschnitt 
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des gleichseitigen Botationskegels mit zur Tafel normaler 
Axe 

a;« 4- y« — Ä» = 

die letzte Doppelcurve der entwickelbaren Fläche. (Vergl. 
meine Darstell. Geom. § 101 der 2. Aufl. oder Bd. II, § 47 
der dritten.) Die Fläche ist die Enveloppe sämmt- 
licher Kegel dieser Art, die die Punkte des ge- 
gebenen Kegelschnittes zu Scjieiteln haben. 

Ihre Rückkehrcurve, der Ort der Schnittpunkte von 
je drei unendlich nahe benachbarten Ebenen oder von je 
zwei unendlich nahe benachbarten Erzeugenden derselben, 
besteht aus zwei in derEvolutedesKegelschnittes 
orthogonal projicierten zur Ebene a:y symmetrischen 
Raumcurventheilen, und hat mit den Doppelcurven die 
nachfolgend erörterten Beziehungen. 

Im Falle der Ellipse, in der die Endpunkte der 
Hauptaxe durch A, B und die der Nebenaxe durch (7, Z), 
die reellen Brennpunkte durch (?, R und der Mittelpunkt 
durch M bezeichnet seien. . Die Doppelellipse in der 
Normalebene durch die Hauptaxe d. \i.mxz hat zu ihren 
Scheiteln in dieser die Brennpunkte G und JJ, und ihre 
Axenlänge EF in z gleich der Nebenaxe 2 h der Ellipse. 
Die Doppelhyperbel in der Ebene yz hat ihre Haupt- 
axe JK in der Axe z der Hauptaxe der Ellipse gleich und 
ihre Brennpunkte liegen in der Distanz JO vom Mittel- 
punkte M entfernt. 

Die Rückkehrcurve hat mit jeder der beiden Doppel- 
curven zwei Paare zu den Hauptebenen und zum Mittel- 
punkt symmetrisch gelegene Punkte gemein, nämlich ihre 
reellen stationären Punkte, die Punkte, welche den vier- 
punktig bertlhrenden Osculationskreisen im Räume ent- 
sprechen. Zur Doppelellipse gehören die Punkte «/ = , 

x^ +_ — , z=^ ±_ — , welche durch die Krümm ungs- 
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kreise in den Scheiteln der Hauptaxe cyklographisch ab- 
gebildet werden, und zur Doppelhyperbel die den Krüm- 
mungskreisen in den Scheiteln der Nebenaxe entsprechen- 

den Punkte x = 0, y = + -:r- ^ ^ = d:-T-- la den erste- 

ren ist die Rückkehrtangente zugleich Tangente der Doppel- 
ellipse, in den letzteren Tangente der Doppelhyperbel ; beide 
in jenen zur Spitze zusammenlaufenden Aeste haben den- 
selben Aufriss, und die beiden den +ic entsprechenden Aeste 
der Aufrisse vereinigen sich in den Aufrissen der letzteren 
Punkte ; dagegen haben die in diesen zur Spitze zusammen- 
laufenden Aeste denselben Seitenriss und die beiden den 
4 y entsprechenden Aeste der Seitenrisse vereinigen sich 
in den Seitenrissen der ersten Punkte. Der gesammte Auf- 
riss der Rückkehrcurve + z bildet mit dem Aufriss der 
Doppelellipse zwischen deren Grenzpunkten über E ia z 
ein krummliniges Dreieck; ebenso der gesammte Seiten- 
riss der Rückkehrcurve für -h z mit dem Seitenriss der 
Doppelhyperbel zwischen ihren Grenzpunkten über J in z. 
Zwischen den Grenzpunkten über die Scheitel O, H 
und jenseits der Grenzpunkte bis in's Unendliche sind die 
Doppelellipse in a;^; und resp. die Doppelhyperbel Sn yz 
isolierte Doppelcurven der betrachteten Fläche. In 
dem besonderen Falle der Ellipse a=^ c KT, oder & = c 
wird die Doppelellipse zum Kreis ic*+2;*=c^ vom Radius 
c = 6 und die Doppelhyperbel in yz zu der gleichartigen 

H-j -■ -V = 1 ; die vorerwähnten Coordinaten der Grenz- 

aC C 

punkte sind dann a? = + ^ = 2? und resp. ^=+0 2:= 2 c, 

wie im Allgemeinen mit c* als dem Product aller vier 
Werthe. 

Sodann im Falle der Hyperbel mit den Scheiteln 
J., B und den Brennpunkten (?, H in der Axe x. Die 



Fiedler, Geometrische Mittheilungen. 353 

Doppelhyperbel in der Ebene xz hat zu ihren Schei- 
teln in X die Brennpunkte O, H und ihre Potenz in der 
Nebenaxe z ist dieselbe wie die der Originalhyperbel in 
der Nebenaxe y. Die Doppelhyperbel in der Ebene yz 
hat ihre Scheitel in z in demselben Abstand vom Mittel- 
punkt wie die Originalhyperbel in x und ihre Potenz in 
der Nebenaxe y ist der der vorigen in x gleich und ent- 
gegengesetzt. Diese letztere ist durchaus reell doppelt, 
weil aus allen Punkten der Nebenaxe doppelt berührende 
Kreise der Hyperbel mit reellem Radius beschrieben wer- 
den; die erstere ist reell doppelt in ihrer ganzen un- 
endlichen Erstreckung ausserhalb eines je den einen und 
den anderen Scheitel umfassenden Bogens, dessen End- 
punkte die reellen Rückkehrpunkte der Rückkehr- 
er &'* 
curve sind, mit y=0, a;= + — r, 5J=-i-— r, welche den 

Osculationskreisen in den Scheiteln entsprechen. 

Mit c^ — 2a'* oder 6'* = a'* = -g- d. h. der gleich- 
seitigen Hyperbel werden die Doppelhyperbeln aus- 
gedrückt durch 

= 1 y —-i 



c* c» ' c* c« 



und die Coordinaten der Rückkehrpunkte durch 2 a', a' 
resp. c y^ und ^ . 

Der Fall der Parabel ist von dem Falle der Hyperbel 
aus leicht zu übersehen, indem man sich den einen Ast 
derselben und damit ihrer Evolute, sowie der zugehörigen 
Doppelcurve in xz mit der ganzen Doppelcurve in yz un- 
endlich entfernt denkt. 

Im Falle des Kreises vereinigen sich die ganze Rück- 
kehrcurve mit den reellen Theilen der Doppelcurven in 
den beiden Punkten des Raumes, deren cyklographisches 
Bild der Kreis ist, die developpable Fläche ist zum Doppel- 

XXIX. 4. 23 
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kegel geworden. Den Fall des Linienpaares h*^x^^a'^y^ 
wollen wir nur erwähnen. 

Unsere developpable Fläche veranschaulicht 
die Gesammtheit der berührenden Kreise und der 
Normalen des betrachteten Kegelschnittes. Für 
irgend einen Punkt in seiner Ebene giebt die durch ihn 
gehende Parallele zur Axe z mittelst ihrer Schnitte mit 
der Developpabeln die Radien der um jenen zu beschrei- 
benden Berührungskreise des Kegelschnittes und in den 
nach den Berührungspunkten gehenden Radien oder den 
Projectionen der zugehörigen Mantellinien der Developpa- 
beln die von ihm ausgehenden vier Normalen und Tangenten 
der Evolute. 

Die Projection des Querschnittes der Fläche mit einer 
Ebene von der Spur s und der Neigung a zur Ebene 
des Kegelschnittes ist der Ort der Centra derjenigen den 
Kegelschnitt berührenden Kreise, die s zur gemeinsamen 
Aehnlichkeitsaxe und cotan a zum Modul haben; unter 
ihnen sind als Projectionen der Schnittpunkte der Ebene 
mit den Doppelcurven m xz resp. yz die doppelt berüh- 
renden und als die ihrer Schnittpunkte mit der Rückkehr- 
curve die osculierenden Kreise des bezeichneten Systems, 

Denken wir einen Punkt der Kegelschnittebene als 
Mittelpunkt eines gleichseitigen Rotationskegels mit zu ihr 
normaler Axe, so erhalten wir in der Projection seiner 
Durchdringung mit der developpablen Fläche den Ort der 
Mittelpunkte berührender Kreise des Kegelschnittes, die 
durch jenen Punkt gehen ; durch die Schnitte der Doppel- 
curven und resp. der Rückkehrcurve derselben mit dem 
Kegel insbesondere die doppelt berührenden und die oscu- 
lierenden Kreise in jenem System. 

So erhalten wir für einen Kreis in der Kegelschnitt- 
ebene das System der ihn und den Kegelschnitt beruh- 



\ 
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renden Kreise aus der Durchdringung des über ihm stehen- 
den gleichseitigen Rotationskegels mit der Fläche; femer 
die Systeme der Berührungskreise des Kegelsschnittes, die 
den gegebenen Kreis orthogonal oder unter vorgeschrie- 
benen reellen Winkeln o schneiden, aus der Durchdring- 
ung der developpablen Fläche mit dem gleichseitigen ein- 
fachen Rotationshyperboloid, welches den Kreis B selbst 
oder den von ihm um die Distanz B cos o entfernten vom 
Radius B sin ö zum Kehlkreis hat; und endlich analog 
durch zweifache gleichseitige Rotationshyperboloide die 
Systeme der Berührungskreise des Kegelschnittes^ welche 
den gegebenen Kreis diametral oder unter einem durch 
seinen Cosinuswerth gegebenen nicht reellen Winkel schnei- 
den — in welch' letzterem Falle der gegebene Kreis auch 
selbst rein imaginär sein kann. 

Denken wir zu dem ersten Kegelschnitt in der 
Ebene xy einen zweiten und bilden für beide die Flä- 
chen gleichen Fallens von 45 ^ Fj und Fg mit den Rück- 
kehrcurven B^ und iZg und den Doppelcurven D^ ^ , D^^ 
und D21, D29 ^^^ ersten und zweiten, so lässt sich die 
Durchdringungscurve Cia beider Flächen F^, Fj darstel- 
len und liefert den Ort der Centra von Kreisen, welche 
beide Kegelschnitte zugleich berühren — wenn man will 
die äquidistante Symmetrie- oder die Halbierungscurve 
zwischen beiden, während die Projectionen der Doppel- 
curven die Symmetrielinien etc. der Originalkegelschnitte 
selbst sind. In jenem Orte sind die den Doppelcurven 
Dil, A2 angehörigen Punkte die Centra von Kreisen, 
die den ersten Kegelschnitt doppelt und den zweiten ein- 
fach berühren, und die Punkte aus der Rückkehrcurve JKi 
die Centra der Osculationskreise des ersten Kegelschnittes, 
die den zweiten berühren; etc. 

Endlich liefern für drei Kegelschnitte derselben 
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Ebene die zugehörigen Developpablen F^, F^, F3 durch ihre 
Schnittpunkte die Centra der Kreise, welche jene Kegel- 
schnitte zugleich berühren oder die von ihnen gleichent- 
fernten Punkte. 

Man sieht, dass für Kegelschnitte die Uebertragung 
des Problems in den Raum von drei Dimensionen eine 
wesentliche Vervollständigung seiner Lösungen herbei- 
führt. 

Damit ist die Frage der Uebertragung unserer Be- 
handlung auf beliebige ebene Gurven natürlich gestellt 
und wir widmen ihr folgende kurze Erörterung: Die Bil- 
dung der Developpablen ist offenbar; sie ist die Enveloppe 
aller der gleichseitigen Kotationskegel mit zur Ebene nor- 
maler Axe, die ihre Mittelpunkte in der Curve haben, 
und damit auch die aller der unter 45^ zu ihrer Ebene 
geneigten Ebenen, welche durch die Tangenten der Curve 
gehen ; sie ist die gemeinsame Developpable der Curve und 
des gemeinsamen Fluchtkreises dieser Kegel oder ihres 
unendlich fernen Querschnittes. Die Projection ihrer Rück- 
kehrcurve ist die Evolute der gegebenen Curve und 
die Projection ihrer Doppelcurve die Symmetrieaxe oder 
Halbierungs curve derselben; etc. Unsere Develop- 
pablen für zwei Curven in derselben Ebene liefern die 
äquidistante oder Symmetrie-Curve derselben und 
die für drei Curven die äquidistanten Punkte, etc. 

Sind fi und v die Ordnungs- und Classen-Zahl der 
Curve und x die Zahl ihrer stationären oder Rückkehr- 
punkte, so lässt sich leicht zeigen, dass die developpable 
Fläche, welche sie mit einem Kegelschnitte in beliebiger 
Ebene bestimmt, von der Classe n = 2v ist oder dass von 
einem Punkte aus 2v Tangentialebenen an sie gehen; fer- 
ner von* der Ordnung r=2 (fi+v) oder dass eine gerade 
Linie ihr in so viel Punkten begegnet; während ihre Rück- 
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kehrcurve von der Ordnung w = 2;c + 6v ist. Diese 
Charakterzahlen sind für einen Kegelschnitt wegen ft=i/=2, 
X = speciell n = 4, r = 8, m=12. Die Evolute ist 

daher von der Classe y r und von der Ordnung -^ m als 

eine Doppelprojection der Rückkehrcurve. 

Dass die Evolute einer algebraischen Curve von der 
Ordnung n und der Classe v mit x stationären Punkten 
oder t stationären Tangenten von der Ordnung 3 r + x 
= 3ft+ 1 und von der Classe fi + v ist, sind aber wohl- 
bekannte Ergebnisse der Curventheorie. 

Man erhält aber aus jenen Charakteren auch die Ord- 
nungszahl o; der gesammten Doppelcurve der Developpablen, 
von der dann die Ordnungszahl v für den Kegelschnitt, 
weil er vfach wird in derselben, und fi für die Curve 
selbst, weil sie doppelt ist, abgezogen werden müssen, um 
die Ordnungszahl derjenigen Doppelcurve zu erhalten, die 
durch ihre Projection die Symmetriecurve der gegebenen 
liefert; man erhält die Zahl der stationären Punkte ihrer 
Rückkehrcurve etc. (Vergl. meine »Darstell. Geometrie«, 
3. Aufl., II, §§ 22 f.) 

Die Developpable gleichen Fallens von 45 ® durch die 
Kreisevolvente ist die Tangentenfläche der Schraubenlinie 
vom nämlichen Anfangspunkt und Drehungssinn, die den 
Grundkreis der Evolvente zu ihrer Orthogonalprojection 
und die Neigung 45® hat. Desshalb ist der Grundkreis 
die Evolute der Evolvente. Und weil der aufsteigende Gang 
der Schraubenlinie die eine und der absteigende Gang die 
andere Evolvente des Grundkreises vom nämlichen Anfangs- 
punkt zur Spur hat, und die mit dem Grundkreis concen- 
trischen Kreise durch die im Durchmesser des Anfangs- 
punktes abwechselnd dies- und jenseits sich folgenden 
Schnittpunkte beider Evolventen die Projectionen der auf- 
einander folgenden Doppelcurven jener Schraubenfläche 
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sind, so sind sie die Symmetriecurven beider Evolventen. 
(Vergl. meine »Darstell. Geometrie«, 3. Aufl., II, §§ 13 f.) 
Für zwei verschiedene Kreis-Evolventen derselben Ebene 
ist die Projection der Durchdringung ihrer Developpablen 
vom Gefälle 45^ die Symmetriecurve, etc. 

Die Verbindung einer ebenen Gurve mit einem belie- 
bigen Kegelschnitt in anderer Ebene entspricht der coUi- 
nearen Umformung des Problems von der Developpablen 
gleichen Fallens von 45 ® ; die Doppelprojection der Rück- 
kehr- und Doppel-Curven erfolgt dann aus dem Pol der 
Schnittlinie beider Ebenen in Bezug auf den Kegelschnitt 
auf die Ebene der Curve, und an die Stelle der Bildkreise 
treten Kegelschnitte, für die der Fusspunkt des projiciren- 
den Strahles der Pol jener Geraden ist und die in ihr 
dieselbe Involution harmonischer Pole mit dem gegebe- 
nen Kegelschnitt bestimmen, überdiess aber die Curve be- 
rühren. 

Die Doppelprojection der Rückkehrcurve ist die Quasi- 
Evolute der gegebenen Curve. (Vergl. Salmon- Fiedler, 
»Analytische Geometrie der höheren ebenen Curven«, 2. 
Aufl., §§ 106 f.) 

Ginge man aber zur Geometrie von vier Dimen- 
sionen vor, so würde man in analoger vervollständigter 
Weise eine Theorie der berührenden Kugeln und 
der Normalen einer algebraischen Oberfläche er- 
halten. (Man vergleiche meine Abhandlung »Zur Gesch. 
und Theorie der elem. Abbildungsmethoden« in Bd. XXVII 
dieser Vierteljahrsschrift, p. 174 f.) 

Aber ich will hier nur den Uebergang zum Imagi- 
nären besprechen, der in der Natur der Sache liegt und 
zu einer weiteren Ergänzung der vorigen Resultate führt. 
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2X Cykloffraphische Uebergänge vom Beeilen zum Rein- 
Imaginären. 

Wenn 2 c die Centraldistanz zweier Kreise in der 
Ebene x, y ist, von den Radien jB (um den Coordinaten- 
anfangspunkt) und r (um x, y\ so drücken die Relationen 

(2c)» = B* + r», (2c)» + E* = r«, (2c)« + r« = Ä», 

von denen die zweite und dritte durch den Zeichenwechsel 
von B^ resp. r* oder die Ußberführung von -B, r in iB 
resp. ir aus der ersten hervorgehen, den orthogonalen 
Schnitt beider Kreise, resp. den diametralen von B durch r 
und von r durch B aus; und cyklographisch, mit Auf- 
tragung der r als Zy d. h. als Perpendikel zur Ebene xy^ 
in den Punkten x^y sind die Flächen 

aj> + y> = JJ« + ig«, aj* 4- y« + B» = Äf«, x^ + y^ + z^ =^ B?, 

die Repräsentanten der durch den festen Kreis B und jene 
resp. Bedingungen gegebenen Kreiss^steme: Das einfache 
gleichseitige Rotationshyperboloid mit B als Kehl-« 
kreis; das zweifache gleichseitige Rotationshyper- 
boloid mit B als Bildkreis der Scheitel, und die Kugel 
mit B als Hauptkreis; beide ersten mit aj^+j/^— 2j*=0 
als Asymptotenkegel, an dessen Stelle bei der Kugel der 
Nullkugel-Kegel x^ -^y^ + z^ = tritt Die Enveloppe 
solcher reeller gleichseitiger Rotationskegel x^-\-y^—z^=^Q 
aus den Punkten des betrachteten Kegelschnittes war die 
Developpable vom Fallen 45 ® in der vorigen Betrachtung, 
als deren im Endlichen gelegene Doppelcurven sich mit- 
telst der Normalenrelationen des Grund-Kegelschnittes 

a» ^ 6» ~ 
die Kegelschnitte in xz^ yz resp. 

ergaben. Setzen wir an Stelle von +«* überall —z^ oder 



360 Fiedler, Geometrische Mittheilungen. 

iz für z, so erhalten wir die Gleichungen der Doppel- 
curven der imaginären Enveloppe der Nullkugel- 
Kegel aus den Punkten jenes Grund-Kegelschnit- 
tes oder die seiner Focalcurven in der Form 

für die Ellipse und in der anderen 

^ , _f^_i ^ |[l = i 

für die fly per bei; eine Hyperbel in der Symmefrieebene 
durch die Hauptaxe, die die Brennpunkte der Ellipse zu 
ihren Scheiteln und die Scheitel derselben zu ihren Brenn- 
punkten hat, und eine imaginäre Ellipse in der Symmetrie- 
ebene durch die Nebenaxe, im ersten Falle; und eine 
Ellipse in jener von der gleichen Lagenrelation, mit einer 
imaginären in dieser im letzteren Falle. __ 

Für die besonderen Fälle der Ellipse a = c]/2 werden 
die Focalhyperbel gleichseitig und die Ellipse von der- 
selben Specialität 

und für die gleichseitige Hyperbel c^ a]f2 die Focal- 
ellipsen, die reelle wie die imaginäre, zu speciellen 

Man sieht auch leicht, dass man von der Focalhyperbel 
--5 ftT = 1 und resp. von der Focalellipse — r + ^ = 1 

wieder zur ursprünglichenEUipse und Hyperbel als der 
zugehörigen reellen Focalcurve gelangt, oder dass die Be- 
ziehung gegenseitig ist. Die beiden reellen Doppelcurven 
sind das einzig Reelle der developpablen Fläche. Natür- 
lich ist dies auch für jede beliebige ebene Gurve der 
Fall, und die auf die Doppelcurven und ihre Projection 
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speciell gerichtete Untersuchung der Focal-Developpablen 
im Sinne der vorigen Mittheilung liefert entsprechende Re- 
sultate. 

Die Ordinaten der reellen Focalcurve liefern die re- 
ellen Factoren für die Radien der rein imaginären Kreise 
aus ihren Fusspunkten, welche den gegebenen Kegelschnitt 
doppelt berühren; die Brennpunkte desselben sind die 
Kreise dieser Art vom Radius Null, wie bekannt, und durch 
sie schliessen sich jene an die reellen Kreise aus Punkten 
der Hauptaxe an, welche den Kegelschnitt imaginär dop- 
pelt berühren. Focalkegelschnitt und Doppelkegelschnitt 
der Developpablen von 45 ^ Gefälle in der Hauptaxen- 
symmetrieebene schliessen sich in den reellen Brennpunkten 
berührend nach verticalen Tangenten aneinander. Man sieht, 
dass die Lehre von den doppelt berührenden Kreisen der 
Kegelschnitte erst durch die Berücksichtigung der Focal- 
curven ganz vollständig wird, insofern man verlangt, dass 
die Radien aller, der reellen und der rein imaginären 
doppelt berührenden Kreise durch reelle Strecken bestimmt 
werden sollen. 

Aber ich will noch von einigen verwandten Ueb er- 
gangen aus dem Reellen in das Imaginäre kurz be- 
richten, zu denen die Untersuchungsweise der Cyklographie 
Anlass giebt und von denen in meinem gleichnamigen Buche 
(Leipzig, 1882) nicht gehandelt ist (Vergl. daselbst p. 
105 f., p. 138 f.). Der Wechsel des Zeichens von ä*, der 
das einfache gleichseitige Rotations-Hyperboloid vom Kehl- 
kreis R in die reelle Kugel mit demselben als Hauptkreis 
überführt, verwandelt zugleich das zweifache Hyperboloid 
mit dem Bildkreis der Scheitel B oder aj*+y*— ä*= — B^ 
in die rein imaginäre Kugel ä^ + ^^ + ä* == — JK*, die 
zum Kreise B als Symmetriekreis des Hauptkreises gehört. 

Man betrachte nun wie in der Mitiheilung vom 17. Dec. 
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1883 die Durchdringungskegelschnitte des centrischen ein- 
fachen oder zweifachen Hyperboloides 

(X + C)' -f y* — J8* =s ±. fi' 

mit dem excentrischen 

(a? - c)« + y* - (4-f «»== dtV 

für veränderliche Distanz d der Kehlkreisebenen, so thei- 
len sich die Projectionen derselben, die die Hauptkreis- 
projectionen doppelt berührenden Kegelschnitte, bekannt- 
lich in Hyperbeln und Ellipsen durch die der Distanz d=2c 
entspringende Parabel; und die wichtigsten Unterabthei- 
lungen der einen oder andern Gruppe werden durch die 
Distanzen ä bestimmt, welche den Längen der ge- 
meinsamen Tangenten der Grundkreise gleich sind, 
oder durch diese Tangentenpaare selbst als Degenerations- 
formen unter den Kegelschnitten des Systems. Für reelle 
und aussereinanderliegende Grundkreise sind diese Längen 
ff, t^ reell und die betreffenden Durchdringungen solche von 
einfachen Hyperboloiden; für reelle und sich schnei- 
dende Grundkreise entspricht der Distanz t (Länge der 
äusseren gemeinsamen Tangenten) die berührende Hyper- 
boloid-Durchdringung, der Distanz fc aber, welche rein 
imaginär ist, nach dem gleichzeitigen IJebergange der 
H-Ä* in — z\ die berührende Kugeldur ehdringung 

(x + c)^ + y» + z^=:r^\ (a?-c)« + y> + (« + (l)« = r,>, 

welche den innem Aehnlichkeitspunkt abbildet. Umschliesst 
der Kreis r^ den Kreis r^, so sind sowohl die inneren als 
die äusseren gemeinsamen Tangenten von imaginären Län- 
gen und es entsprechen den bezüglichen Distanzen die 
berührenden Kugeldurchdringungen, welche die Aehnlich- 
keitspunkte abbilden. 

Man hat bekanntlich bei der Centraldistanz 2 c und 
den Radien r^^r^ im Falle des Aussereinanderliegens 

ti' = (2c)» - (ft + r,y , «.« = (2c)» - in - r,)» ; 
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und erhält daher im Falle des Schneidens wegen r^ +rj> 2c 

und im Falle der ümschliessung, wo glei<jlizeitig ri+r2>2c 
und auch r^ — r^ > 2 c ist, auch noch 

Man sieht hieraus ferner, dass für den einen der Grund- 
kreise als rein imaginär oder das eine der Hyperboloide 
als zweifach diese Distanzen complex werden, so dass die 
einfache räumliche Interpretation von vorher zu gelten auf- 
hört; endlich aber, dass für beide Kreise als rein 
imaginär die Werthe übergehen in 

t,«= (2c)« + (n -4 r,)% te' = (2c)« 4 (n - r,)», 

SO dass die Längen der gemeinsamen Tangenten gerade 
dann stets reell sind. Während sie im Falle der reellen 
aussereinanderliegenden Kreise die Badiensummen der sie 
orthogonal schneidenden Kreise aus den Aehnlichkeits- 
punkten J und resp. E sind, werden sie für die rein ima- 
ginären Kreise die Summen der Badien der dieselben dia- 
metral schneidenden Kreise aus denselben Aehnlichkeits- 
punkten; und während in jenem Falle 2c>t,>ti ist, wird 
in diesem 2c<te< ti. Es muss dazu bemerkt werden, 
dass die Aehnlichkeitspunkte vcm zwei rein imaginären 
Kreisen derselben Ebene identisch sind mit denen ihrer 
reellen Symmetriekreise. Man hat für die reellen Kreise 
die Abstände ihrer Aehnlichkeitspunkte JmxdEwon 
der Mitte der Centrale respective 

c — ■ — , c 

n + »•« n — »•> 
und sieht, dass beide durch die Ersetzung von r^ , rg durch 
irj, ir^ nicht geändert werden. Ebenso bleiben die Abs- 
cisse ihres Mittelpunktes und die Hälfte ihres gegenseitigen 
Abstandes und somit der Aehnlichkeitskreis unver- 
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ändert bei diesem üebergang, weil jene Längen ausge- 
drückt wurden durch 

c \ \ und a % resp. 

Weil aber der letzte wie die vorigen Ausdrücke comp lex 
wird, wenn nur einer der betrachteten Kreise imaginär 
ist, so erhellt, dass ein reeller Kreis mit einem rein ima- 
ginären Kreis derselben Ebene wie keine reellen Längen 
gemeinsamer Tangenten, so auch keine reellen Aehnlich- 
keitspunkte und keinen reellen Aehnlichkeitskreis hat. 

Man hat also insbesondere für reelle Grundkreise, 
wenn sie einander schneiden, für d=^0 den äusseren 
Theil ihrer Potenzlinie als doppelt berührenden Kegel- 
schnitt; und aus ihr sich entfaltend für reell wachsende 
d Hyperbeln mit der Nebenaxe in der Centrale bis zu den 
äusseren gemeinsamen Tangenten für d = t/, sodann für 
bis d = 2c wachsende Distanzen-Hyperbeln mit der Haupt- 
axe in der Centrale bis zur Parabel imd weiterhin um- 
schliessende Ellipsen. Der Bewegung der Distanz ins rein 
imaginäre Gebiet von d = bis d = *< = i ^(r^ +r^)^—(2cy 
entsprechen die sich als Ellipsen im Kreisbogenzweieck 
projicierenden Kugeldurchdringungen, vom innerhalb lie- 
genden Theil der Potenzlinie ab bis zum inneren Aehn- 
lichkeitspunkt, für den sich der Satz ergiebt, dass die 
Summe der kleinsten durch ihn gehenden Halbsehnen 
grösser ist als für jeden andern Punkt. 

Und man hat für reelle Grundkreise, deren einer 
den andern umschliesst, für d=0 die Potenzlinie und 
für von da aus wachsende reelle Distanzen die sich aus 
ihr entfaltenden Hyperbeln mit der Centrale als Hauptaxe 
bis zur Parabel für d = 2 c und den für grössere reelle 
Distanzen entspringenden umschliessenden Ellipsen. Nun 
gehören aber beide begrenzenden Degenerationsformen dem 
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Gebiet der elliptischen Durchdringungsprojectionen aus 
rein imaginären Distanzen an. Die Potenzlinie erscheint 
für d = als Anfang der rein imaginären Werthereihe 
als P rojection eines im aginären Kreises ; mit der Distanz 
d = ]/{r^ —r^y — {2cy =ite beginnen mit dem äusseren 
Aehnlichkeitspunkt der Kreise die reellen elliptischen Durch- 
dringungsprojectionen ; für ihn ist daher die Differenz der 
zugehörigen kleinsten Halbsehnen ein Minimum. Und mit 
der Distanz d — l/C^i+r-g)* — (2c)^ = i#< oder im inneren 
Aehnlichkeitspunkt, für den die Summe der kleinsten Halb- 
sehnen ein Maximum ist, endigen sie. Jener entspringt der 
umschliessenden, dieser der ausschliessenden Berührung 
der Kugeln, wie man denn aus dieser Lage sofort die an- 
gegebenen Werthe der Distanzen wieder erhält. 

Die vom einen oder anderen der gegebenen Kreise in 
einem Scheitel vierpunktig berührten Kegelschnitte, 
welche den Distanzen d[ = &j, d = a3, d=^\^ d^^a^ ent- 
sprechen für bl = (2c — r^y — r\, al= (2c — r^Y — rj, 
l\ = {2c+r^f — r\^ a\ = {2c+r^y—rl werden sämmt- 
lich imaginär, sobald beide Kreise es sind ; und für rein 
imaginäres r^ resp. r^ bleiben nur al.hl resp. 6?, a? oder 
zwei der bezüglichen Kegelschnitte reell. Für reelle Kreise, 
die ausser einander liegen, sind alle vier Distanzen reell 
und alle bezüglichen Kegelschnitte entspringen aus hyper- 
boloidischen Durchdringungen ; schneiden sich die Kreise, 
so dass J.2 im Innern des ersten und B^ im Innern des 
zweiten liegt, so werden al und l\ negativ und die zuge- 
hörigen in A^ von r^ resp. in B^ von r^ vierpunktig be- 
rührten Kegelschnitte entspringen aus Kugeldurchdringun- 
gen; wird endlich der Kreis r^ von r^ umschlossen, so 
werden a\, l\ negativ und es entsprechen ihnen Ellipsen, 
welche aus Kugeldurchdringungen hervorgehen. 
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lieber die Kmnmer'selie Darstellmig der StraÜen- 
syüteme sweiter Ordnung:. — In seiner Abhandlung über 
die algebraischen Strahlensysteme der ersten und zweiten Ord- 
nung*) ertheilt Kummer der Raumgeraden die gemischten 

Coordinaten t:x:y :z^ h-n-t» Hierbei sind -r- , -7- , -r- die 

Coordinaten eines Punktes auf der Geraden, bezogen auf ein 
orthogonales System, £ : 17 : t sind zu betrachten als x:y:z fär 
den in der (unendlich fernen) Ebene * = gelegenen Punkt der 
Geraden, zugleich sind S, 17, f proportional den Richtungs- 

.»^o;„„o„«« i?«^n^v, o;«^ ^ + ^^ y + ^'n g + gg „„^^^ ^ 

cosmussen. iiindlicn smd — - — , - — r — , — 7 — , unter q 

X X z 

einen willkürlichen Parameter verstanden, stets die orthogo- 
nalen Coordinaten eines Punktes auf der Geraden. 

Das Strahlensystem (zweiter Ordnung) wird durch zwei Glei- 
chungen dargestellt. Die erste hat die Form P| -f- §17 -f 12£ = 0, 
in welcher P, Q, B homogene Functionen in t^ x^ y^ z sind; 
sie liefert für jeden Punkt t :x:y : z des Raumes eine durch 
ihn gehende Ebene, liniengeometrisch also zu jedem Punkt einen 
Büschel, dessen Mittelpunkt jener Punkt ist. Bewegt sich der 
Punkt auf einem zugehörigen Büschelstrahl weiter, so dreht 
sich die Ebene des Büschels keinei^wegs um diesen Strahl, 
und es folgt, dass die 00' Büschel, welche diese erste Gleichung 
für alle Punkte des Raumes liefert, alle 00^ Raumgeraden ent- 
halten. Es ist somit die erste Gleichung des Systems nicht 
die Gleichung eines Complexes. Wenn man dagegen 00* der 
genannten Büschel zusammenfasst, etwa dadurch, dass man den 
Punkt t: x:y ; z eine willkürliche Fläche durchlaufen lässt, so 
erhält man ailemal einen Complex, in welchem das Strahlen- 
system enthalten ist; der Complex ist von der gewählten Fläche 
abhängig. 



*) Abh. d. Berl. Akad. 1866. 
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Hiervon durchaus verschieden verhält es sich mit der 
zweiten (abgeleiteten) Gleichung des Systems. Dieselbe ändert 
sich nämlich nicht, wenn man an Stelle von t^ x^ y^ s setzt 
*»ä + p6, y + ^^,« + e£; diese Gleichung stellt einen Strahlen- 
complex dar. 

Die Aufgabe, beide Gleichungen des Systems durch die 
Gleichungen zweier Complexe zu ersetzen, welche das System 
enthalten, ist insofern eine unbestimmte, als die erste Glei- 
chung auf unendlich viele solcher Complexe führt, je nach Wahl 
der Fläche, auf welcher alle Ausgangspunkte t^ x^ y^ e der 
Strahlen liegen sollen. Als solche Fläche kann man z. B. eine 
Goordinatenebene, etwa o; = 0, annehmen. Alsdann erhält man 
aus beiden Gleichungen des Systems die Gleichungen zweier 
Complexe durch folgendes Verfahren. Man substituire in 
die Eummer'schen Gleichungen 

t : aj : y : xf = p,, : o : |)8, : Pin I : ^ : f = Pu : Pxt ' Pu , 

u:v:w==pu: Pa : Pn 
so gehen sie über in die zweier Complexe, welche 
das System im Allgemeinen als unvollständigen 
Schnitt enthalten. 

Die Gerade t:x: y : z^ i -v > t kann nämlich betrachtet 
werden als die Verbindungslinie der Punkte mit den Coordinaten 

t, « , y ^. ^ 

hat also die sechs Coordinaten 

(1) lpit=tQ^ ,^PiS = tQV ^^Pii=tQi 

(2) ii>84 = ^(yf — «»7)i ^Pis — p(ä^S — a^t), ^Pu = Q(^V — yi)', 

unter X einen Proportionalitätsfactor verstanden. — (1) zeigt, 
dass i:V' S=^Pii'Pit'Pii- Wählt man den Ausgangspunkt 
in aj = 0, so ergeben die Gleichungen (2) 

^PsA—yQS — zgyj, Xp^t = siQi^ ^Pj8= — ypS, 
und hieraus folgt mit Hülfe von (1) 

(3) *P84 = ypi4 — ^Pi8 1 ^Pii =.^i>u 1 tPn = — yPu • 

Aus (3) folgt für die metrischen Coordinaten des Anfangs- 
punktes der Geraden ; -^ = — ??i = 25i^ i_ = Pi« und die erste 

t JPij Pit t Pu 

Gleichung ergiebt die bekannte Identität, welche zwischen den 
sechs Coordinaten p^j^ besteht. 
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Für die Strahlensysterae zweiter bis sechster 
Classe 1. Art geht nun die abgeleitete Gleichung 
über in die eines Reye'schen Complexes, dessen 
Ausnahmepunkte die Ecken des Goordinatentetrae- 
ders sind.*) 

Das System zweiter Classe ergiebt sich als Schnitt des 
E eye 'sehen Complexes mit einem linearen. 

Ebenso findet man, dass durch das System dritter Classe 
sich ein Büschel quadratischer Complexe legen lässt. Dieser 
Büschel enthält, wie bekannt, 10 Eeye'sche Complexe und die 
Congruenz ist z. B. der Schnitt von zwei R eye 'sehen Com- 
plexen (mit unabhängigen absoluten Invarianten), welche einen 
Ausnahmepunkt und eine lineare Congruenz gemein haben. — 
Die Construction, welche Herr Stahl für das System dritter 
Ordnung zweiter Classe gegeben hat**), deckt sich denn auch 
mit der Construction des Schnittes zweier Reye'schen Com- 
plexe, welche eine Ausnahmeebene und eine lineare Congruenz 
gemein haben. Nach der Bezeichnung des Herrn Stahl ist 
(Ol) die Ausnahmeebene, die Directricen der gemeinsamen Con- 
gruenz sind ÄB = aß und AiBi=^Si, Die Strahlen des einen 
Complexes gehen von den Punkten Si der Ebene (Ol) nach den 
Strahlen des Büschels Äa (welche die entsprechenden Gera- 
den lo schneiden); dieser Complex hat das Ausnahmetetraeder 
AÄiOP. Für den anderen Complex tritt gegenüber vorhin 
der Büschel Bß am Stelle von Äa^ das Ausnahmetetraeder ist 
BB.MN. 

Auf die Kummer'sche Darstellung der übrigen Systeme 
trete ich hier nicht näher ein. 

(Im Februar 1885.) Dr. A. Weiler. 



*) Bezüglich dieser Gomplexe vgl. die Arbeit des Herrn Stahl, 
Crelle's Journal, Bd. 95, S. 287. 

**) Crelle's Journal, Bd. 91, S. 1. 
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